Cviceni M2 9.4.2020

Krivkovy integral vektorové funkce
Predpokladame, ze
e C je jednoducha hladka kiivka
Flz,y) = (fi(z,y), f2(z,y)) je definovand a omezend na C
o 7(x,y) = (n1(z,y), =(x,y)) je jednotkovy teény vektor podél C

Krivkovy integral f podél C definujeme jako

/fdg = /f-?ds,
C C

pokud integral vpravo existuje. Podobné v R3.

Jestlize P(t) = [z(t),y(t)] je parametrizace C na < a,b > souhlasnd s orientaci kiivky
P(t)
1P’

C/f? /f ||p3|| (1)) dt = /f it |

takze muzeme psat zkracené

/fdg Z/bf(P(t))-P(t) dt .

P(t)
1P|

C, plati 7(x,y) =

Je-li parametrizace nesouhlasnd (opacnd), je 7(x,y) = —
a pred integral vpravo musime psat minus.

Pokud C je uzaviend kiivka, nazyvame integrél cirkulace f podél C a zna¢ime

ffdg.
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Cviceni M2 9.4.2020

Priklad 9.7
Urcete praci sily f = (22,y%) podél usecky B, A=11,0], B=1[2,2].

Velikost Sipek na obrazku je kvuli prehlednosti nékolikanasobné zmensena.

ReSeni: prici lze spocitat jako kiivkovy integrél f podél C = B
Parametrizace tisecky (souhlasnd s jeji orientaci):
Pt)y=A+(B—-A)t=[1+t, 2t], te<0,1>

P(t) = (1,2)
1 1
W:/fd§: /(a:Q,yQ)d§:/((1+t)2,(2t)2)-(1,2) dt:/1—|—2t+t2+8t2dt:5
A ~~ 7 /
¢ AB 0 FlP@) P(1) 0
2
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Priklad 9.8

Urcete praci sily f: ((x +y)?, —(x —y)?) podél kiivky C: y=2% z€<0,1 >,
z bodu [1,1] do bodu [0,0].

ReSeni: praci uréime jako kiivkovy integral f podél C.

Ktivka je popsana jako graf funkce, tak ji parametrizujeme standardné jako
P(t)=[t, t*], t €< 0,1 >, P(0)=1[0,0] = parametrizace je nesouhlasnd
P(t) = (1,2t)

¢ FP®) P(t)

1 1
:—/(t+t2)2-1—(t—t2)2-2tdt:/—(t2+2t2+t4)+2t(t2—2t2+t4)dt:
0 0

1 t3 L
:/2t5—5t4—t2dt: 2——t5—— - 1
6 31,
0
Priklad 9.9

Urcete cirkulaci f: ((z 4+ y)?, —(z — y)?) podél kiivky C, kterd je urcena jako
hranice mnoziny M = {[z,y] € R?: z €< 0,1 >, 2? <y < z} a je orientovéna
v zéporném sméru (= ve sméru hodinovych rucicek).

W:/fd§:/((a:+y) (x —y ds-E/ ((t+19)% —(t —19)%)-(1,2t) dt =
C

Resent:
C =C1UCy, C je kiivka z minulého piikladu, Cy je usecka z bodu [0,0] do [1,1].

]{ fds = / fds + / fds, / fds =—1 - vysledek min. piikladu
C

1 1

/fd§ :/g(t+t)2,:(t—t)22-wdt:/4t2dt: [4?}::%‘

pad
—~
~
=
=
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—~
~
=
o
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Priklad 9.10

Urcete praci sily f = (2,0) podél ¢dsti kladné orientované kruznice z2 + y? = a? :

Cy: x>0, y >0 — znazornéna modre,
Cy: x>0, y <0 — znazornéna zelené.

C=CUC

Velikost Sipek na obrazku je kvuli prehlednosti jen asi ¢tvrtinova v porovnani s polem f
Reseni:
P(t) = [acost, asint] , parametrizace je souhlasna
P(t) = (—asint, acost)

C:te<0,5> Cr: te<—5,0>

4
' v~

3 3
Wi :/fd§ :/(acost,O)-(—asint, acost) dt:/—CLQCOSt sint4+0dt =
RO P(t) 0

[VE]

2 2 2 3 2 2
:—%/sithdt:—% [—COZ L Z—QZ(—COSW—FCOSO):—%
0
0
. a? a?
Wgz/fd:? :/(acost,0)~(—asint, acost) dt:-~~:—z(—cos()+cos(—7r)):E
Ca -3 f(;?t)) 1;(;)
2 2
W=W+Wy=—-—+—-=0
4

© Certik



Cviceni M2 9.4.2020

Priklad 9.11

Urcete praci sily f = (z,y) podél kiivky C (je to ¢ast kladné orientované kruznice):

C: P(t)=[2cost, 2sint], t €< @1, > .
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Velikost sipek na obrazku je kvuli prehlednosti nékolikandsobné zmensena.
Resenti:

P(t) = (—2sint, 2cost)

P2
Wz/fd? :/\(QCost, QSint)/-\(—Qsint, 2cost) dt =
¢ #1 f(;?t)) 1;(;)
P2
:/4cost sint —4sint costdt =0
1

Priklad 9.12

Urcete cirkulaci JF = (y, —r) podél zdporné orientované kruznice x> + y* = 4.
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Velikost Sipek na obrazku je kvuli prehlednosti nékolikandsobné zmensena.
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Reseni:
C: P(t) =[2cost, 2sint], te€<0,2r > , parametrizace je nesouhlasnd
P(t) = (—2sint, 2cost)

2 27
Fds :E/(Zsint, —2cost)-(—2sint, 2cost) dt = 4/Sin2t—|—COSQtdt = 8m
0

(.

F(P() P(t) 0

Q&e\
Kﬁ
QU

Priklad 9.13
Uréete praci sily f = (y, z, x) podél usecky z bodu A=[2,0,0] do bodu B=[2,24].
AB: X =A+(B—A)t, te<0,1>

r=2+4+0t
y=0+2¢t
z=0-+4t

P(t) = [2, 2t, 4t]
P(t) = (0, 2, 4)

f(P() P(t)

1 1 1
/ /(Qt 4t 2)- (0, 2, 4) dt:/2t-0+4t-2+2-4dt:/8t+8dt:
0 0 0

= [4#* + 8], = 12
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