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Trojny integral - zobecnéné cylindrické souradnice

Priklad 8.5
Urcéete hmotnost télesa M, které md hustotu p(x,y, z) = z a tvar poloviny elipsoidu

daného nerovnicemi
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Zobecnéné sférické souradnice

Priklad 8.6

Odvodte vzorec pro objem elipsoidu W s poloosami a, b, ¢, tj.

Elipsoid v zobecnénych sférickych soutadnicich: W:0 <r<1,0<p<2m —
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Piiklad 8.7
Urcete hmotnost télesa M z pf. 8.5 pomoci zobecnénych sférickych soutadnic, tj. p(z,y, z) = z,
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Piiklad:

Zduvodnéte, které z nasledujicich kiivek nelze parametrizovat jako jednoduché hladké kiivky.
Pocateéni a koncovy bod jsou zduraznény puntikem. Sipka znaci, ze kiivka neomezené pokracuje.

0 ~1 O U A

. az 3. lze, ostatni ne, protoze:

. neni omezena

. nen{ spojitd (nedd se nakreslit ”jednim tahem”)

. protind sebe sama

. koncovy bod splyva s jinym bodem kfivky nez s pocatecnim
. a 9. kiivka neni hladka (je na ni ”zlom”)

—u kfivky 2. to nevadi, protoze zacatek a konec uzaviené kiivky nemusi hladce navazovat

Jednoducha hladka kiivka je ddna jako obor hodnot parametrizace
P(t): <a,b>— Ey (resp. E3 )
P(t) = [z(t),y(t)] (resp. P(t) = [z(t),y(t), 2()] )
Pro funkci P(t) musi platit, ze
e je spojitd na < a,b > (a tedy i omezend)
e je prostd na < a,b >, s moznou vyjimkou P(a) = P(b)
e DP(t) je spojitd, omezend a || P(t)| # 0 na (a,b)
Orientace kiivky souhlasnd s parametrizaci je z P(a) do P(b), v opa¢ném sméru je nesouhlasn.

Jednoduchéa po éastech hladka kiivka

vznikne pospojovanim “navazujicich” jednoduchych hladkych kiivek
— napf. kiivky 8. a 9. vySe (pfesnd definice viz skripta)

B Parametrizace grafu funkce y = f(z) nebo = = f(y)

oey=222+3 re<—-1,3> ... P(t)=1t, 2t>+3], te< -1,3 >
ey =222+4+3, y<5 ... P(t)=1t, 22+ 3], te< —1,1 >
V obou piipadech P(t) = (1, 4t), ||P(t)|| = V1 + 1612 # 0

erx=2y2+3 ye<—1,3> ... P(t)=[2t2+3, t], te< —1,3 >
ex=arctgy, y €<0,5> ... P(t) =[arctgt, t], t €<0,5>

nebo lze tieba prejit k inverzni funkci:

tgx =y, v €<0,arctg 5> ... P(t)=[t, tgt], t €<0,arctg 5 >

Pfi tomto typu parameterizace grafu funkce nenastane || P(t)|| = 0.
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B Parametrizace tsecky z bodu A do bodu B
X=A+t(B-A), te<0,1>
po slozkéach:

x=a,+t(by —ay)

y=ay+t(by —ay)

z=a,+t(b,—a,)...ve 3D

Pfi tomto typu parameterizace tisecky nenastane || P(t)|| = 0.

e A=[2,-1], B=3,2

B-A=(1,3)
x= 2+t Pit)y=[2+t, —1+3t], te<0,1>
y=—1+3t P(t)=(1,3), |P@)|=vV1I+32=y10#£0

Vzdycky se vyplati udélat aspon rychlou zkousku pocateéniho a koncového bodu kiivky:
A=P0)=1[2,-1], B=P(1)=[241, —1+3]=13,2].

o A= [27 7136]7 B= [3723 72]
B—-A=(1,3,-8)

= 2+t
y=—1+3t P(t)=[2+t, —143t, 6—8t], t €< 0,1 >
z= 6—8t P(t) =(1,3,-8), ||P(t)]|=+1+32+(-82=T4+#0

e parametrizace nikdy neni jednoznac¢nd - ptiklad:

A=[-1,-2], B=1,2]

B-A=(24)
r=—1+2t P(t) = [-1+2t, —2+41], t €< 0,1 >
y=—2+4t P(t) = (2,4), |P#)||=vVE4+16=+v20+#£0
nebo:

Pit)=1t, 2t], te<-1,1>
P() = (1,2), [[P()] = vVIFTi=V5#0
nebo:
Pt)=[t>—1, 2(t> - 1)], t €< 0,V2 >
P(t) = (2t,4t), ||P(t)| = V42 +16t2 = |t| v/20 # 0 pro t € (0,1/2)
nasledujici funkce ma sice stejny graf, ale uz nepopisuje jednoduchou hl. kfivku:
P@) =[t3, 2t3], te< —1,1 >
P(t) = (3t2,6t%), ||P(t)] = Vot + 36t =t>v/45=0prot=0¢ (—1,1)
e zména orientace parametrizace - piiklad:
y=3r—-9, re<1,3>
Parametrizace usecky standardné jako funkce:
P(t)=1t 4 —9], te<1,3>
P(t) = (1,4), |P@)l=v1+42=V1T
P(1) =1[1,-5], P(3) =3,3] ...1secka je parametrizovana z bodu [1, —5] do bodu [3, 3]
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Opacné parametrizace napi. takto: ¢t — —t, <t1,to >—< —tg, —t1 >

P(t)=[—-t, —4t—9], te< -3,—-1>

P(t) = (-1,-4), [IP(t)] = 1+ (-4)% = V17

P(-3) =13,3], P(—1) =[1,—5] ...usecka je parametrizovana z bodu [3, 3] do bodu [—1, 5]

To neni univerzalni ndvod, jak zménit orientaci parametrizace kiivek, ale ¢asto funguje. Ale ob-
vykle neni potfeba ménit parametrizaci kiivky - dulezité je pouze védeét, jestli pouzitd parametrizace je
souhlasnd s orientaci kiivky, nebo opacnd.

B Parametrizace kruznice

Kruznice o stiedu S = [s,, s,] a poloméru R, v kladném sméru (proti sméru hodinovych rucicek):
T =S, + Rcost

Yy =8y + Rsint te<ty,ty >
P(t) = [sy + Rcost, sy + Rsint] , te<ty,ty>
P(t) = (~Rsint, Rcost), |P(t)|| = VR?sin?t + R?cos®t = R#0
Piiklad
Parametrizujte ¢ast kladné orientované kruznice se stredem v poédtku, z bodu A = [—1,0]

do bodu B =[0,1], a uvedte, jestli parametrizace je souhlasnd nebo opacna.

Reseni: kruznice je orientovdna v kladném sméru, tj. jeji ¢dst z A do B predstavuje

ti1 ¢tvrtiny kruznice a teény vektor napt. v bodé A je 7 = (0,—1).

P(t) = [cost, sint], t €< -7, § >

P(t) = (=sint, cost), ||P(t)|| =1, plati A = P(—x), P(—n) = (0,—1) = 7 - souhlasna orientace.
Priklad

Parametrizujte ¢dst zdporné orientované kruznice se stfedem v po¢dtku, z bodu A = [-1, 0]

do bodu B = [0, 1], a uvedte, jestli parametrizace je souhlasnd nebo opacné.

Reseni: kruznice je orientovéna zaporné, tj. jeji édst z A do B predstavuje

¢tvrt kruznice a teény vektor napf. v bodé A je 7 = (0,1).

P(t) = [cost, sint] , te< §,m>

P(t) = (=sint, cost), ||P(t)|| =1, plati A = P(x), P(r) = (0,—1) = —7 — opacna orientace.

B Ostatni
Priklad

Parametrizujte kiivku tvaru dvou zavitu pravotocivé sroubovice, kterd ma osu z,

vysku zavitu a, zac¢ind v bodé A = [0,1,0], konéi v bodé B = [0, 1, 2a].

Reseni: v pramétu do roviny zy bod na kiivce dvakrat obéhne kruznici o poloméru 1

v kladném smeéru, zvolime tedy

T = cost

y = sint te< g, dmr+ 5 > .

Zaroven bod rovnomérné stoupd ve sméru osy z od nuly do 2a, takze z(t) = pt + ¢ :

2(3)=p5+q=0,

z(4r+35)=p@r+ %) +q=2a,

odectenim prvni rov. od druhé p4r = 2a = p = 5=, dosazenim do prvni rov. ¢ = —%, tedy

2(t) = 5=t —

P(t) = [cost, sint, ;=1 — 9], t

Zkouska krajnich bodi: A = P(§) = [cos §,sin 5, 5= T — ¢] = [0,1,0] , podobné B.
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