Cviceni M2 30.4.2020

Plosny integral vektorové funkce

Predpokladame, ze
e 0 je jednoducha p. ¢. hladka plocha
° f je definovana a omezena na o

e 7 je jednotkovy vektor normdly k o (ukazuje smér orientace plochy)

Plosny integral f na o definujeme jako

/ fla,y, 2) // (@, y,2) - iz, y, ) dp

o

pokud integral vpravo existuje.

Jestlize P(u,v) = [z(u,v), y(u,v), z(u,v)] je parametrizace o na B C E, souhlasna

Py (u,0)x Py (u,v)
[P (u,0) X Py (w,0)] 7

Py X Py,

TBxPT takze

s orientaci plochy o, plati 7i(x,y, z) = strucné 7 =

P( >XP( ) X u,v uav =
/f”dp // WO TR0y x P Lt X B ol dudy

dp

/ P.(u,v) x P,(u,v))dudv ,

B

a muzeme tedy psat zkracené

—

/ f(x,y,z)dﬁ—// (P(u,v)) - (Py(u,v) x Py(u,v)) dudv .

Py x P,
(| Pux Pyl

Je-li parametrizace nesouhlasnd (opacnd), je 7 = — a pred integral vpravo musime

psat minus.
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Cviceni M2 30.4.2020

Priklad 12.8

Urcete tok pole j?: (z, y, 3z) plochou
Q={[r,y,2]€F3: x4+2y+2=6, >0, y>0, 2>0, },
jejiz normadla svird s k = (0,0, 1) tupy thel.

Reseni: tok uréime jako plosny integrél f na plose Q.

Plochu 1ze popsat jako graf funkce z = 6 — = — 2y, parametrizujeme ji standardné jako

P,y)=[z,y, 6 —2x—2y], , [r,yleB: r€<0,6> 0<y<3-7%
P,=(1, 0, —1)
P,=(0, 1, —2)

PxxPy:(‘(l) :;,

1 —1 1 0
i b o=

(P, xPy)-k=(1,2,1)-(0,0,1) =1 >0 = parametrizace je nesouhlasnd

tok = //fdp //z y, 3x)dp = D// —x—2y,y,3$) (121)dxdy—
fp (wy
377
// —x —2y+2y+ 3z dedy = — // 6+ 2z dydx =

377
= /6—1—290/ 1dyda:——/(6—|-2x) (3——)dx:
0 0 0 2

6 3 2 6
:/ 22— 31— 18dx = {x——sx——wx} — . =_90
0 3 2 0

zaporny vysledek znamenad, ze tok je proti sméru normaly
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Priklad 12.9
Urcete tok pole j?: (z,y, z) plochou @ ={ [x,y,2] € E5: z2=a*>+19% 2z<4, },
jejiz normadla svird s k = (0,0, 1) ostry thel.

Reseni: tok uréime jako plosny integrél f na plose Q.

Plocha je dana jako graf funkce z = 2% 4 y?, parametrizujeme ji standardné jako

P(r,y) =[x, y, ¥ +v*], , [v,y] € B: 2®+y* <4
P, =(1, 0, 2x), P, = 0, 1, 2y)
0 2x 12z 1 0

(P, x Py) - k= (—2z, —2y,1)-(0,0,1)=1>0 = parametrizace je souhlasna

o [ o= [fieo o [ e oy o o

) PIXPy
T =TCcosp
Yy =rsinp
://—2x2—2y2+m2—|—y2 d:cdy://—gnz—y2 dedy | ¢ €< 0,27 > | =
B B re<0,2>
dxdy — rdrdp

2 pom 2 rh 2
= / / —r2 . r dodr = 27r/ —r® dr = =27 [—] = —87
o Jo 0 4],

Priklad 12.10
Urcete tok pole f = (z, y, z) povrchem télesa K = {[z,y,2] € E3 : a2 +42 < z < 4}

smérem dovniti.

Reseni: tok spodni ¢dsti povrchu uz jsme spoéitali v predchozim pifkladu, musime
pricist jesté tok ”vickem”, které taky parametrizujeme jako graf funkce:

Plz,y) =z, y, 4], . [v,y] € B: 2® +y* <4

P,=(1,0,0), P,=(0,1,0)
rxr,= (0 0 <o o b ) =00 ==

1 0 0 0|’
= parametrizace je nesouhlasna (smérem dovnitt télesa je 1 = —E)
tok://fdﬁ://(x,y, //$y, OOl)dxdy——47r 22 = —167
Q Q B f(P(a: ) P x Py
Tok povrchem télesa je souc¢tem toku pres obé ¢asti povrchu: —8m — 16m = —24.
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Priklad 12.11

Urcete tok pole f: (2, * + y?, 1) plochou

o={[r,y,2] € E3: 2*+y*=9, 0< 2 <2}, 71(3,0,0) = (-1,0,0).
Reseni: tok uréime jako plosny integral f na plose o.

P(p,2z) = [3cosp, 3sing, z|, [p,z]€B: p€<0,2r >, 2€<0,2 >

P, = (—3siny, 3cosp, 0),
P.=( 0 0, 1)

PWXPZ:(

[3,0,0] = P(0,0), (P, x P.)|@00 = (3cos0, 3sin0, 0) = (3,0,0)
= parametrizace je nesouhlasna

tok = //fdp //z 2+, 1) dp = // 2,9, 1)- (3cosg0,3smg0,0) dpdz =
W_/

f(P(p.2) PoxP.

—?E)smgo SC%SSOD = (3 cosp, 3sinp,0)

Y

0 1 0 1

3cos 0‘ _'—3511190 0

2m
:—3//zcos<p+9sing0 dgpdz:—S/ / zcosp+9siny dpdz =
o Jo
B

2 2
:—3/ [zsing —9cos ¢ |21, dz——B/ 0dz=0
0 0

4 © Certik



