
Cvičeńı M2 23.4.2020

Parametrizace ploch

Jednoduchá hladká plocha je dána jako obor hodnot parametrizace

P (u, v) : B ⊂ E2 → E3

P (u, v) = [x(u, v), y(u, v), z(u, v)], u, v ∈ B,

• hranici B tvoř́ı uzavřená, jednoduchá p. č. hladká křivka Γ

• B je uzavřená množina, tj. B = Γ ∪ intΓ

Pro funkci P (u, v) muśı platit, že

• je prostá na B

• má spojité a omezené parciálńı derivace Pu, Pv v B

• ‖Pu × Pv‖ 6= 0 (tj. Pu, Pv jsou LN)

(posledńı dvě podmı́nky nemuśı platit v konečném počtu bod̊u na Γ)

Orientace plochy souhlasná s parametrizaćı je dána (jednotkovým) vektorem normály

~n =
Pu × Pv
‖Pu × Pv‖

Jednoduchá po částech hladká plocha

vznikne pospojováńım ”navazuj́ıćıch” jednoduchých hladkých ploch
– přesná definice viz skripta
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� Parametrizace grafu funkce z = f(x, y)

Př́ıklad 11.13

z = 2x− 3y, x ∈< −1, 3 >, y ∈< 2, 4 >

. . . P (u, v) = [u, v, 2u− 3v], B =< −1, 3 > × < 2, 4 >

Pu ≡
∂P

∂u
= (1, 0, 2)

Pv ≡
∂P

∂v
= (0, 1,−3)

Pu × Pv =

(∣∣∣∣ 0 2
1 − 3

∣∣∣∣ , − ∣∣∣∣ 1 2
0 − 3

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣) = (−2, 3, 1)

‖Pu × Pv‖ =
√

4 + 9 + 1 =
√

14

Př́ıklad 11.14

z = x2 + y2, z ≤ 1 . . . P (u, v) = [u, v, u2 + v2], B : u2 + v2 ≤ 1

Pu = (1, 0, 2u)
Pv = (0, 1, 2v)

Pu × Pv =

(∣∣∣∣0 2u
1 2v

∣∣∣∣ , − ∣∣∣∣1 2u
0 2v

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣) = (−2u,−2v, 1)

‖Pu × Pv‖ =
√

4u2 + 4v2 + 1

Při tomto typu parameterizace grafu funkce nenastane ‖Pu×Pv‖ = 0 a vektor normály

při souhlasné parametrizaci sv́ırá ostrý úhel s vektorem ~k = (0, 0, 1) (tj. ”mı́̌ŕı nahoru”).

� Parametrizace válcové plochy (viz skripta, Poznámka IV.2.11)

Válcová plocha o poloměru R s osou z – použijeme cylindrické souřadnice:

x = R cosϕ

y = R sinϕ

z = z

P (ϕ, z) = [R cosϕ, R sinϕ, z] , B : ϕ ∈< ϕ1, ϕ2 >, z ∈< z1, z2 >

Pϕ = (−R sinϕ, R cosϕ, 0)

Pz = ( 0, 0, 1)

Pϕ × Pz =

(∣∣∣∣R cosϕ 0
0 1

∣∣∣∣ , − ∣∣∣∣−R sinϕ 0
0 1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣−R sinϕ R cosϕ
0 0

∣∣∣∣) = (R cosϕ,R sinϕ, 0)

‖Pϕ × Pz‖ =
√
R2 = R 6= 0
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Př́ıklad 11.15

Parametrizujte část válcové plochy danou podmı́nkami x2+y2 = 9, x ≥ 0, z ∈< −1, 2 >,
orientovanou pomoćı normály ~n = (0, 1, 0) v bodě [0, -3, 0], a uveďte, jestli parametrizace
je souhlasná nebo nesouhlasná.

Řešeńı:

x = 3 cosϕ

y = 3 sinϕ

z = z

P (ϕ, z) = [3 cosϕ, 3 sinϕ, z] , B : ϕ ∈< −π
2
, π
2
>, z ∈< −1, 2 >

Pϕ = (−3 sinϕ, 3 cosϕ, 0)

Pz = ( 0, 0, 1)

Pϕ × Pz =

(∣∣∣∣3 cosϕ 0
0 1

∣∣∣∣ , − ∣∣∣∣−3 sinϕ 0
0 1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣−3 sinϕ 3 cosϕ
0 0

∣∣∣∣) = (3 cosϕ, 3 sinϕ, 0)

‖Pϕ × Pz‖ = 3

Bod [0, -3, 0] odpov́ıdá hodnotám parametru ϕ = −π
2
, z = 0:

P (−π
2
, 0) = [ 3 cos(−π

2
), 3 sin(−π

2
), 0] = [0,−3, 0]

Pϕ × Pz |(−π
2
,0) = (3 cos(−π

2
), 3 sin(−π

2
), 0) = (0, −3, 0) . . . vektor opačný k ~n

⇒ parametrizace je nesouhlasná

Pokračováńı př́ıkladu

Uvažujte stejnou plochu jako v předchoźım př́ıpadě, s t́ım, že nyńı je orientace plochy
dána podmı́nkou, že jej́ı normála v bodě [3

√
2

2
,−3

√
2

2
, 0] sv́ırá ostrý úhel s vektorem ~v =

(2, 1,−3). Rozhodněte, jestli výše uvedená parametrizace v tomto př́ıpadě je souhlasná
nebo nesouhlasná.

Řešeńı:

Úhel vektor̊u urč́ıme pomoćı skalárńıho součinu:

Pϕ × Pz |(−π
4
,0) · ~v = (3

√
2

2
,−3

√
2

2
, 0) · (2, 1,−3) = 3

√
2

2
> 0 ⇒ ostrý úhel,

tedy parametrizace je souhlasná.
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� Parametrizace rotačńıch ploch - funkćı x a y

Př́ıklad 11.14, znova:

Parametrizujte plochu z = x2+y2, z ≤ 1, normála sv́ırá tupý úhel s vektorem ~k = (0, 0, 1).

Řešeńı:

v rov. xy použijeme polárńı souřadnice (viz skripta, Poznámka IV.2.11):

x = r cosϕ

y = r sinϕ

z = r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = r2

P (r, ϕ) = [r cosϕ, r sinϕ, r2] , B : r ∈< 0, 1 >, ϕ ∈< 0, 2π >

Pr = (cosϕ, sinϕ, 2r)

Pϕ = (−r sinϕ, r cosϕ, 0)

Pr×Pϕ =

(∣∣∣∣sinϕ 2r
r cosϕ 0

∣∣∣∣ , − ∣∣∣∣ cosϕ 2r
−r sinϕ 0

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ cosϕ sinϕ
−r sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣) = (−2r2 cosϕ, −2r2 sinϕ, r)

‖Pr × Pϕ‖ =
√

4r4 cos2 ϕ+ 4r4 sin2 ϕ+ r2 = r
√

4r2 + 1

(Pr × Pϕ) · ~k = (−2r2 cosϕ, −2r2 sinϕ, r) · (0, 0, 1) = r > 0 ⇒ ostrý úhel,

tedy parametrizace je nesouhlasná.

Př́ıklad 11.15

Parametrizujte kuželovou plochu z2 = x2 + y2, 0 ≥ z ≥ −2,
normála sv́ırá ostrý úhel s vektorem (0, 0,−1).

Řešeńı:

Použijeme cylindrické souřadnice (viz skripta, Poznámka IV.2.11):

x = r cosϕ

y = r sinϕ

z = −
√
r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = −r

P (r, ϕ) = [r cosϕ, r sinϕ, −r] , B : r ∈< 0, 2 >, ϕ ∈< 0, 2π >

Pr = (cosϕ, sinϕ, −1)

Pϕ = (−r sinϕ, r cosϕ, 0)

Pr × Pϕ =

(∣∣∣∣sinϕ − 1
r cosϕ 0

∣∣∣∣ , − ∣∣∣∣ cosϕ − 1
−r sinϕ 0

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ cosϕ sinϕ
−r sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣) = (r cosϕ, r sinϕ, r)

‖Pr × Pϕ‖ =
√
r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ+ r2 = r

√
2

(Pr × Pϕ) · (0, 0,−1) = (r cosϕ, r sinϕ, r) · (0, 0,−1) = −r < 0 ⇒ tupý úhel,

tedy parametrizace je nesouhlasná.
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Př́ıklad 11.16

Parametrizujte plochu x2 + z2 = 2, 0 ≤ y ≤ 3, 1 ≤ z, ~n(0, 0,
√

2) = ~k = (0, 0, 1),
kde ~n(0, 0,

√
2) je jednotková normála v bodě [0, 0,

√
2].

Řešeńı:

v rov. xz můžeme použ́ıt polárńı souřadnice:

x =
√

2 cosϕ

z =
√

2 sinϕ

y = y . . . y je parametr plochy

P (y, ϕ) = [
√

2 cosϕ, y,
√

2 sinϕ] , B : y ∈< 0, 3 >, ϕ ∈< π
4
, 3π

4
>

Py = ( 0, 1, 0)

Pϕ = (−
√

2 sinϕ, 0,
√

2 cosϕ)

Py×Pϕ =

(∣∣∣∣ 1 0

0
√

2 cosϕ

∣∣∣∣ , − ∣∣∣∣ 0 0

−
√

2 sinϕ
√

2 sinϕ

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 0 1

−
√

2 sinϕ 0

∣∣∣∣) = (
√

2 cosϕ, 0,
√

2 sinϕ)

‖Py × Pϕ‖ =
√

2 cos2 ϕ+ 2 sin2 ϕ =
√

2

[0, 0,
√

2] = P (y, ϕ): y = 0, 0 = x =
√

2 cosϕ ⇒ [0, 0,
√

2] = P (0, π
2
)

(Py × Pϕ)|(0,π
2
) = (

√
2 cos π

2
, 0,

√
2 sin π

2
) = (0, 0,

√
2)

Py × Pϕ
‖Py × Pϕ‖

(0,
π

2
) = (0, 0, 1) = ~n(0, 0,

√
2) ⇒ tedy parametrizace je souhlasná.

Jiné řešeńı:

plochu můžeme parametrizovat jako funkci z =
√

2− x2 :

P (x, y) = [x, y,
√

2− x2] , B : x ∈< −1, 1 >, y ∈< 0, 3 >

Px = (1, 0,− x√
2−x2 )

Py = (0, 1, 0)

Px × Py =

(∣∣∣∣ 0 − x√
2−x2

1 0

∣∣∣∣ , − ∣∣∣∣ 1 − x√
2−x2

0 0

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣) =

(
x√

2− x2
, 0, 1

)

‖Px × Py‖ =
√

x2

2−x2 + 1 =
√

x2+2−x2
2−x2 =

√
2

2−x2

[0, 0,
√

2] = P (0, 0)

Px × Py
‖Px × Py‖

(0, 0) =
(0, 0, 1)√

2
2

= (0, 0, 1) = ~n(0, 0,
√

2) ⇒ parametrizace je souhlasná.
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