Cviceni M2 23.4.2020

Parametrizace ploch

Jednoducha hladka plocha je dédna jako obor hodnot parametrizace
P(u,v): B C Ey — Ej
P(u,v) = [x(u,v), y(u,v), z(u,v)], u,v € B,

e hranici B tvori uzaviend, jednoduchd p. ¢. hladka kiivka I’

e B je uzaviena mnozina, tj. B=1 U it

Pro funkci P(u,v) musi platit, ze
e je prosta na B
e ma spojité a omezené parcialni derivace P,, P, v B
e |P,x P, #0 (tj. Py, P, jsou LN)
(posledni dvé podminky nemusi platit v koneéném poctu bodu na I)
Orientace plochy souhlasna s parametrizaci je dana (jednotkovym) vektorem normaly

. P, x P,
n=——-
[P x Py
Jednoducha po castech hladka plocha

vznikne pospojovanim ”"navazujicich” jednoduchych hladkych ploch
— presnd definice viz skripta
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B Parametrizace grafu funkce z = f(z,y)
Priklad 11.13
z=2r—3y, re<—1,3>, ye<2,4>
. Pu,v) =[u, v, 2u—3v], B=<—-1,3>x<24>

Po=-—=(1,0 2
5, = )
oP
P,=—=(0,1,-3
Jv ( )
0 2 1 2 1 0
P’LLXPU_<‘1 _37_‘0_3‘7‘0 1’)_(_273’1)

|P.x Pl =vA+9+1=+/14

Priklad 11.14
z=2+9y* 2<1 ... Plu,v) =[u,v, v +v?], B:u*+1*<1

P,=(1, 0, 2u)
P,=1(0, 1, 20)
0 2u 1 2u (1 0
Pux B, (yl 2|’ _‘0 20| |0 J) = (=2, —2v,1)
| Py % Pyl = vVdu? + 40?2 + 1
Pii tomto typu parameterizace grafu funkce nenastane || P, x P,|| = 0 a vektor normély

pri souhlasné parametrizaci svird ostry ihel s vektorem k= (0,0,1) (tj. ”mit{ nahoru”).

B Parametrizace valcové plochy (viz skripta, Poznamka IV.2.11)

Vélcova plocha o poloméru R s osou z — pouzijeme cylindrické souradnice:

x = Rcosyp
y = Rsingp
2=z
P(p,z) =[Rcosy, Rsing, z] , B: ¢ €<, p2 >, 2z €< 21,2 >
P, =(—Rsiny, Rcosyp, 0)
P,=( 0, 0, 1)
PSOXPZ: (‘?COSQ@ ](_) ) _‘_‘[gSlnS& [])_’7 ’_%Slngp RC(())SSO') :<RCOSSD7RSHI9070)

IP,x P = VRE=R#0
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Priklad 11.15

Parametrizujte ¢ast valcové plochy danou podminkami 2 +y? = 9, 220, ze<-1,2>,
orientovanou pomoci normaly 77 = (0, 1,0) v bodeé [0, -3, 0], a uvedte, jestli parametrizace
je souhlasna nebo nesouhlasna.

Reseni:
T = 3Ccosp
Yy =3siny
2=z
P(p,z) = [3cosp, 3singp, 2] , B: pe<—5,7> ze<—-1,2>
P, = (—3sinyp, 3cosyp, 0)
P,=( 0, 0, 1)
_(|3cosp 0] | =3sing 0 —3singp 3cosp|) :
P, x P, = <’O 1‘, ' 0 nE 0 0 = (3cos p, 3sinp,0)
[1Pp x Pr|| =3

Bod [0, -3, 0] odpovidd hodnotdm parametru ¢ = —%,2 = 0:
P(=%,0) = [3cos(—3), 3sin(—3), 0] = [0, —3,0]

T2
Py X P, |~z 0y = (3cos(—5),3sin(—73),0) = (0, —=3,0) ... vektor opacny k 7i

=  parametrizace je nesouhlasné

Pokracovani prikladu

Uvazujte stejnou plochu jako v predchozim piipadé, s tim, ze nyni je orientace plochy
dédna podminkou, ze jeji norméla v bodé [%5, —%5, 0] svira ostry thel s vektorem v =
(2,1,—-3). Rozhodnéte, jestli vyse uvedend parametrizace v tomto piipadé je souhlasnd
nebo nesouhlasna.

Reseni:
Uhel vektort uréime pomoci skalarniho soucinu:
P, x Pl czg) 7= (32, -32,0)-(2,1,-3) = 32 > 0 = ostry thel,
tedy parametrizace je souhlasna.
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B Parametrizace rota¢nich ploch - funkci z a y

Piiklad 11.14, znova:
Parametrizujte plochu z = 22432, z < 1, norméla sviré tupy thel s vektorem k = (0,0, 1).
Resent:
v rov. xy pouzijeme polarni souradnice (viz skripta, Poznamka IV.2.11):
T =71Ccosp
Yy =rsinp
z =r?cos? o+ r?sin® p = r?
P(r,@) =[rcose, rsing, r*] , B: re<0,1>, ¢€<0,2n >
P, = (cosp, singp, 2r)
P, = (—rsing, rcosy, 0)

P.xP, = <

| Py x P,|| = /41t cos? p + 4rtsin p + 12 = r/4r2 + 1

cosp 2r
—rsing 0

cosp sing
—rsing rcosp

sinp 2r
rcose 0

Y Y

> = (=2r?cosp, —2r’sing, r)

(P, x P,) -k = (=2r2cosp, —2rsing, r)-(0,0,1) =7 >0 = ostry thel,

tedy parametrizace je nesouhlasné.

Priklad 11.15

Parametrizujte kuzelovou plochu 22 = 22 + 3%, 0 > 2 > —2,
normadla svird ostry uhel s vektorem (0,0, —1).

Reseni:
Pouzijeme cylindrické souradnice (viz skripta, Pozndmka IV.2.11):
T =TCosy

Yy =rsinp

2= —\/r2cos?p +r2sin’ ¢ = —r

P(r,@) =[rcose, rsing, —r] , B: re<0,2>, pe<0,2r >
P, = (cosp, sinp, —1)
P, = (—rsing, rcosy, 0)

PTXP¢:<

|15 x Pyl = Vr2eos? o +r2sin o + 12 =12
(P, x P,)-(0,0,—1) = (rcosep, rsing, r)-(0,0,—1) = —r <0 = tupy uhel,

tedy parametrizace je nesouhlasna.

cos @ siny
—rsing rcos e

sinp —1

rcosp 0|’

cosp —1
—rsing 0 |’

D = (rcosp, rsingp, r)
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Priklad 11.16
Parametrizujte plochu 22 + 22 =2, 0<y < 3,

1<z (0,0,v2)=k=(0,0,1),
kde (0, 0, v/2) je jednotkova norméla v bodé [0, 0,

2.

Reseni:
v rov. rz muzeme pouzit polarni souradnice:
= /2cos ¢
= \/§ sin
y=1vy ...y je parametr plochy
P(y,p) = [V2cosp, y, V2sing] , B: y€<0,3>, pe< >
=( 0, 1, 0)
P = (—V/2sing, 0, v2cosyp)

0 0
B ’—x/ﬁsingp \/§sing0 ’

|IP, x P,| = v/2cos? ¢ + 2sin’ p = /2
0,0, V2] = P(y,¢): y=0, 0=2=+2cosp = [0,07\/§]ZP<()’§)
(Py x Py)lo,3) = (V2cosZ, 0, v2sinZ) = (0,0, v?2)

P, x P,
- i o 0, 7r) (0,0,1) = 7(0, 0, vV2) = tedy parametrizace je souhlasna.

1 0 0 1 .
P,xP, = (‘ 0 vVZcosol|’ —/2siny OD = (V2cos g, 0, V2sin )

Jiné tesSeni:
plochu muzeme parametrizovat jako funkci z = v/2 — 22 :
Plx,y) =z, y, V2—22] , B: ze<—-1,1> ye<0,3>

Py= (1, 0,~ )
P,=(0,1, 0)
0 — == 1 — == 10 x
Px P, = 2-a y 2 ’ =\ T 07 1
R (R B P R )
1Py x Pyl = /55 $2+1_\/ 2;2$2x2:\/22$2

[0, 0, \/_] = P(0,0)
P, x P, 0,0,1 . ) ) )
#(0,0) = ( ) = (0,0,1) = 7(0, 0, V2) = parametrizace je souhlasn.
| Py % Py“ 2
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