
Matematika 5 (2015), Diferenciálńı rovnice 2. řádu s konst. koeficienty (pracovńı text, 1.12.2015)

Př́ıpadné náměty k tomuto textu sdělte laskavě F. Mrázovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

Nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu s konstantńımi koeficienty: ẍ+ a1ẋ+ a2x = f(t), (N)
kde koeficienty a1, a2 jsou daná reálná č́ısla, f je daná funkce.

Př́ıslušná homogenńı rovnice: ẍ+ a1ẋ+ a2x = 0. (H)
Neznámá (hledané řešeńı) v obou rovnićıch je funkce x proměnné t, tj. x(t).

Obecné řešeńı x rovnice (N) je funkce x = xh + xp.

Zde xh je obecné řešeńı rovnice (H), které má tvar xh(t) = c1 φ1(t) + c2 φ2(t), t ∈ (−∞,∞), c1, c2 ∈ R libovolná č́ısla.

Funkce φ1, φ2 tvoř́ı fundamentálńı systém (bázi) řešeńı rovnice (H). Jsou to dvě lineárně nezávislá řešeńı rovnice (H).

Fundamentálńı systém urč́ıme pomoćı kořen̊u λ1, λ2 tzv. charakteristické rovnice. Je to kvadratická rovnice se stejnými
koeficienty jako daná rovnice (H): λ2 + a1 λ+ a2 = 0.

Pro speciálńı tvar pravé strany urč́ıme partikulárńı řešeńı xp metodou odhadu.
Rovnice (N) s počátečńımi podmı́nkami x(t0) = x0, ẋ(t0) = ν0, kde t0, x0, ν0 jsou daná č́ısla se nazývá Cauchyova

úloha.
Věta ( o existenci a jednoznačnosti maximálńıho řešeńı Cauchyovy úlohy).
Je-li funkce f spojitá na intervalu J a t0 ∈ J , pak Cauchyova úloha má právě jedno maximálńı řešeńı definované na J .

Poznámka. Pokud je neznámou funkce y(t), pak rovnice (N) má tvar ÿ + a1 ẏ + a2 y = f(t). Toto značeńı je použito
v textu Př́ıklady ze zkouškových test̊u od L.Herrmanna ( Web Ústavu technické matematiky, odkaz Matematika III).

V následuj́ıćıh úlohách je dána nehomogenńı rovnice. Určete kořeny charakteristické rovnice a napǐste funda-
mentálńı systém řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice (H). Navrhněte tvar partikulárńıho řešeńı dané nehomogenńı rovnice.

1.a ẍ+ 4x = 17 cos 2t 1.b ẍ+ 4x = (t− 3) cos t 1.c ẍ+ 4x = 5e3t cos 2t.

Výsledek. λ1,2 = ±2i, fundament. systém (F.S.): {cos 2t, sin 2t}, partikulárńı řešeńı pro 1.a: xp = (A cos 2t+B sin 2t)·t,
pro 1.b: xp = (At+B) cos t+ (Ct+D) sin t, pro 1.c: xp = Ae3t cos 2t+Be3t sin 2t.

2.a ẍ− 4ẋ+ 3x = t e2t − 5 sin 3t. 2.b ẍ− 4ẋ+ 3x = t2 e3t. 2.c ẍ− 4ẋ+ 3x = (2t+ 3) + et.

Výsledek. λ1 = 1, λ2 = 3, F.S.: {et, e3t}, partikulárńı řešeńı pro 2.a: xp = (At+B) e2t + C sin 3t+D cos 3t,
pro 2.b: xp = (At2 +Bt+ C) e3t · t, pro 2.c: xp = (At+B) + C et · t

3.a ÿ + 2ẏ = 8t e2t. 3.b ÿ + 2ẏ = t+ 8e2t. 3.c ÿ + 2ẏ = 17− e−2t.

Výsledek. λ1 = 0, λ2 = −2, F.S.: {1, e−2t}, partikulárńı řešeńı pro 3.a: yp = (At+B) e2t,
pro 3.b: yp = (At+B) · t+ C e2t, pro pro 3.c: yp = A · t+B e−2t · t

4.a ÿ − 6y = 3 + sin(
√
6 t). 4.b ÿ − 6y = 8 e−

√
6 t − 2t.

Výsledek. λ1 =
√
6, λ2 = −

√
6, F.S.: {e

√
6 t, e−

√
6 t}, partikulárńı řešeńı pro 4.a: yp = A+B sin(

√
6 t) + C cos(

√
6 t),

pro 4.b: yp = A e−
√
6 t · t+Bt+ C.

5.a ẍ+ 2ẋ+ x = 5t e−t. 5.b ẍ+ 2ẋ+ x = (3− t) cos t.

Výsledek. λ1 = λ2 = −1, F.S.: {e−t, t · e−t}, partikulárńı řešeńı pro 5.a: xp = (At+B) e−t · t2,
pro 5.b: xp = (At+B) cos t+ (Ct+D) sin t.

6. Je dána lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu ÿ − ẏ − 2y = 9 e2t.

a) Určete fundamentálńı systém řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice ÿ − ẏ − 2y = 0 a napǐste jej́ı obecné řešeńı.

b) Užit́ım metody odhadu určete partikulárńı řešeńı dané nehomogenńı rovnice a zapǐste jej́ı obecné řešeńı.

c) Určete maximálńı řešeńı Cauchyovy úlohy pro počátečńı podmı́nky y(0) = 2, ẏ(0) = 1.

Výsledky: a) Fundamentálńı systém řešeńı rovnice (H): {φ1(t) = e2t, φ2(t) = e−t}.
Obecné řešeńı rovnice (H): y(t) = c1 e

2t + c2 e
−t, t ∈ (−∞,+∞)

b) Partikulárńı řešeńı: yp(t) = 3 t e2t, obecné řešeńı: y(t) = c1 e
2t + c2 e

−t + 3 t e2t.
c) Maximálńı řešeńı Cauchyovy úlohy: y(t) = 2 e−t + 3 t e2t, t ∈ (−∞,+∞).
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Stejné zadáńı a), b), c) pro následuj́ıćı Cauchyovy úlohy.

7. ] ẍ− 9x = e3t, x(0) = 1/6, ẋ(0) = 2/3 8. ] ẍ+ x = cos 2t, x(0) = 0, ẋ(0) = 1

9. ] ẍ+ 4ẋ+ 4x = 2 e−2t, x(0) = 0, ẋ(0) = 0 10. ] ẍ+ 4x = 5 sin 3t, pouze úlohy a), b).

Výsledky:

7. Obecné řešeńı: x(t) = c1 e
3t + c2 e

−3t + 1
6 t e

3t, t ∈ (−∞,+∞), c1, c2 ∈ R, Cauchyova úloha: c1 = 1
6 , c2 = 0.

8. Obecné řešeńı: x(t) = c1 cos t+ c2 sin t− 1
3 cos 2t, t ∈ (−∞,+∞), c1, c2 ∈ R, Cauchyova úloha: c1 = 1

3 , c2 = 1.

9. Obecné řešeńı: x(t) = c1 e
−2t + c2 te

−2t + t2 e−2t, t ∈ (−∞,+∞), c1, c2 ∈ R, Cauchyova úloha: c1 = c2 = 0.

10. a) Fund. systém rovnice (H): φ1(t) = cos 2t, φ2(t) = sin 2t, obecné řešeńı rovnice (H): xh(t) = C1 cos 2t+C2 sin 2t.

b) xp(t) = − sin 3t, obecné řešeńı x(t) = C1 cos 2t+ C2 sin 2t− sin 3t, t ∈ (−∞,+∞)

11. a) Je dána homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice ẍ+4x = 0. Určete fundamentálńı systém řešeńı a napǐste obecné
řešeńı této rovnice. Určete maximálńı řešeńı Cauchyovy úlohy pro počátečńı podmı́nky x(0) = 2, ẋ(0) = 1.

b) Užit́ım metody odhadu určete partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice ẍ+4x = 5 sin 3t. Napǐste jej́ı obecné řešeńı.

Výsledky:
a) Fund. systém: φ1(t) = cos 2t, φ2(t) = sin 2t, obecné řešeńı: xH(t) = C1 cos 2t+ C2 sin 2t,
řešeńı Cauchyovy úlohy: x(t) = 2 cos 2t+ 1

2 sin 2t, t ∈ (−∞,∞),

b) xp(t) = − sin 3t, obecné řešeńı x(t) = C1 cos 2t+ C2 sin 2t− sin 3t.

Stejné zadáńı a), b) pro následuj́ıćı úlohu:

12. a) ẍ+ ẋ− 6x = 0, x(0) = 0, ẋ(0) = 5, b) ẍ+ ẋ− 6x = 10 e2t.

Výsledky:
a) Fundamentálńı systém: {φ1(t) = e2t, φ2(t) = e−3t}. Obecné řešeńı: x(t) = c1 e

2t + c2 e
−3t, t ∈ (−∞,+∞)

Řešeńı Caychyovy úlohy: x(t) = e2t − e−3t, t ∈ (−∞,+∞).

b) Partikulárńı řešeńı: xp(t) = 2 t e2t. Obecné řešeńı: x(t) = c1 e
2t + c2 e

−3t + 2 t e2t, t ∈ (−∞,+∞)
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