Autonomni soustavy (nelinedrnich) diferencidlnich rovnic, n=2 (20. 1. 2019)
Jacobiova matice. Existence a jednoznac¢nost maximélniho feSeni Cauchyovy tlohy. Vypocet bodu rovnovéhy.
Urceni rovnic fazovych trajektorii dané soustavy.

Pripadné naméty k tomuto textu, upozornéni na nesrovnalosti apod. sdélte laskavé F. Mréazovi
(e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz)

Jednd se o soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

&=P(z,y),5=Qy) (¥
Je ddna autonomnf soustava & = = + y2, § = —2% — .
a) Ukazte, ze kazdym bodem fédzové roviny prochézi pravé jedna fazové trajektorie této soustavy.
b) Vypocitejte vsechny body rovnovahy.

cl) Urcete rovnici fazovych trajektorii.  ¢2) Specidlné urcete trajektorii, kterd prochézi bodem M = [0, 3].
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Reseni: a) Jacobiova matice J(z,y) = = je spojita v oblasti G = Eq, coz
99 = 9%Q —2z, —1
oz’ Oy ’

je postacujici pro existenci a jednoznacnost fazové trajektorie pii zadané poc¢ate¢ni podmince (Cauchyova

uloha).

b) Body rovnovahy uréime fesenim soustavy rovnic

P(z,y) =0, Qz,y)=0.
Tyto body jsou téz feSsenim dané soustavy diferencidlnich rovnic, plati pro né & = y = 0. Specificnost
téchto feSeni spociva v tom, Ze to jsou jednobodové trajektorie.

V daném piikladé se jednd o soustavu dvou rovnic: z + y? = 0, —2—y=0.

Z prvni rovnice vyjadiime z = —y?2.

Po dosazeni do druhé rovnice a nisobeni ¢islem (-1) ziskdme y* +y = 0,
kterou upravime vytknutim na tvar: y (y3 4+ 1) = 0.
jejl prvni feSeni je y; = 0, kterému po dosazeni do 1. rovnice odpovidd x; = 0 a tedy bod rovnovahy

A =10,0].
Druhé rovnice ma vsSak jesté druhé feSeni, a to y2 = —1. Tomu po dosazeni do 1. rovnice odpovida
x9g = —1. Mame tedy druhy bod rovnovahy: B = [—1, —1].
d d
c¢) Protoze & = d—f, Y= d—g;, lze danou soustavu prevést na jednu rovnici délenim levych a pravych stran:
dy _ —2*—y oblasti, kde P(z,y) # 0, nebo
—=—1v i, x, ,
dr  x+1y? Y
d 2
o _ J:Zi v oblasti, kde Q(x,y) # 0.
dy — —x°—y

Mimo bodu rovnovahy tedy v obou piipadech lze odstranénim zlomku upravit na rovnici v diferencidlech
v anulovaném tvaru:

(2% + y)dx + (x + y*)dy = 0.
Tato rovnice se nazyva diferencidlni rovnice pro trajektorie.

V tomto pifkladé se jednd o rovnici exaktni, nebotf v oblasti G (kterd je jednoduse souvisld) je splnéna

podminka %(x +9?) = aay(:r2 +y).

Resenim této rovnice jsou kiivky (trajektorie) popsané v implicitnim tvaru rovnici:

’ ®(x,y) = konst. ‘

Tomuto vyjadfeni, tj. rovnici fazovych trajektorii se zpravidla ik obecny integrdl soustavy (*).

Funkci ®(z,y) uréime ze dvou podminek
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(1) 5 ="+, 2) 5~ =z+¢?



2)

b)
cl)

7 prvni podminky vypoc¢teme integrovanim podle x:
3

O(x,y) = /(:r2 +y)dx = :% +ay + K(y).

Tuto funkci derivujeme podle y a dosadime do druhé rovnice:
(2) =+ K'(y)=z+y>

Zde je kontrolni misto vypoctu. Vlastnost exaktni rovnice zarucuje, ze v rovnici (2’) uz nezustane z !

3
Je tedy K’(y):yQ:K(y):/dey:%—i-C
25 3

Resenim dané soustavy jsou trajektorie popsané rovnici: — +axy+ v C.

3 3
Hodnotu konstanty C uréime dosazenim soutfadnic daného bodu M, pak C' = 9.

Resenim dané Cauchyovy tlohy je fazova trajektorie popsand implicitné rovnici

x3 4+ 3zy + y2 =27

Poznamka. Podminky (1) a (2) jsou stejné jako pro vypocet potencidlu ®(x,y) vektorového pole 7 =
(2* +y,x +¢?).

Poznamka k terminologii. Funkci ®(z,y) se zpravidla tikd prund integrdl soustavy (*). V nékterych
textech, napf. ve Sbirce pfikladia od S. Cipery, se prvnim integrdlem rozumi rovnice fazovych trajektorii
®(x,y) = konst.

Poznamka. U nékterych soustav (*) je odpovidajici diferencidlni rovnice pro trajektorie nejenom exaktni,
ale ma i separovatelné proménné. V takovém piipadé lze pouzit metodu separace proménnych.

Je déna nelinearni autonomni soustava ¢ = — —x, y =y — 4.
Y

Napiste Jacobiovu matici. Urcete a nacrtnéte vSechny oblasti, jejichz body prochazi pravé jedna fazova
trajektorie soustavy. Odpovéd zduvodnéte !

Vypocitejte vSechny body rovnovahy dané soustavy.

Urcete rovnici fazovych trajektorii.

c2) Specidlné urcete trajektorii, kterd prochézi bodem M = [2,1].

Vysledky (obména piikladu 7.3.2 z textu [3] od L. Herrmanna):

a) Jacobiova matice je spojitd v G1 = (—00,00) x (0,00) a v G2 = (—00,00) X (—00,0).
b) dva body rovnovahy: [1/2,2],[-1/2, —2]

cl) 22° —zy+1Injy| = C, C € R, 2) 22 — 2y + Iny = 6.

Je déna autonomni soustava & = z2 — 32, § = —2x(y + 1) a bod M = [1,0].
Reste tlohy a), b), ¢) jako v pifkladu 1.
Vysledky ( viz skriptum [2], feseny piiklad 4.5 v odst. 4.3):
a) Jacobiova matice je spojitd v Eo,  b) tfi body rovnovahy: [0,0], [1, —1],[-1, —1].
c)xQ(y+1)—y33:C,C€R, c2)x2(y+1)—y;:1.

! Nekone¢né mnoho oblasti, nekoneéné mnoho bodi@ rovnovahy a separovatelné proménné.
Je ddna Cauchyova tloha & =tgy, 7 = 1 — 22 s pocatecni podminkou z(0) = 3, y(0) = 7.

Reste tlohy a), b), ¢) jako v pifkladu 2. Zde zadand pocatecni podminka vyzaduje uréit trajektorii, kterd
prochazi bodem M = [0, «].

Vysledky. a) Jacobiova matice je spojitd v nekoneéné mnoha oblastech (pasech) rovnobéznych s osou z:
G, =Rx (2k—-1)7/2,2k+1)7/2), k€ Z.

b) nekoneéné mnoho bodu rovnovahy: {[1, k=], [-1, kx|, k € Z }.

cl) Soustava vede k rovnici se separovatelnymi proménnymi, vysledkem je rovnice fdzovych trajektorif
3

x—%—l—ln]cosy]:C,CeR, c2)x—%+ln\cosy\:6.



Je dana autonomni soustava & = y=-——— —arctgy.
4 cos* x
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Reste tlohy a), b), ¢) jako v pifkladu 2, bod M = [r/4, 1].

Vysledky. a) Jacobiova matice je spojitd v nekoneéné mnoha oblastech (pdsech) rovnobéznych s osou y:
Gr=(2k—-1)m/2,2k+1)7/2) xR, k€ Z,

b) jediny bod rovnovéhy [0, 1].
cl) xarctgy — Ztga: =C, C eR, c2) xarctgy — Ztgw = % (Z — 1).

Je ddna autonomni soustava & =y, y = a bod M = [0,1].

—x
Va2 +1
Reste tlohy a), b), ¢) jako v pifkladu 1.

Vysledky a) Jacobiova matice je spojitd v Eo,

b) jediny bod rovnovéhy [0, 0].

cl) Soustava vede k rovnici se separovatelnymi proménnymi, vysledkem je rovnice fazovych trajektorii
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%4-\/372—1— =C,CeR, c2) %Jr x2+1:§.



