
Matematika III, cvičeńı. Dif. rovnice 1. řádu (separovatelná, lineárńı, Bernoulliova)

1. Dána diferenciálńı rovnice y
′
=

x

2y
√
x2 + 1

.

a) Napǐste postačuj́ıćı podmı́nky existence a jednoznačnosti maximálńıho řešeńı Cau-
chyovy úlohy pro tuto rovnici. Určete a načrtněte oblasti, ve kterých jsou tyto podmı́nky
splněny.

b) Najděte obecné řešeńı této rovnice.
c) Určete maximálńı řešeńı Cauchyovy úlohy s počátečńı podmı́nkou y(0) = 1. Neza-

pomeňte na interval.
c2) ... poč. podmı́nka y(0) = −2, c3) ... poč. podmı́nka y(3) = 1.

[Výsledky. (Úloha byla řešena ve cvičeńı.) Rovnice separovatelná, a) dvě oblasti,

c) y =
4
√
x2 + 1, x ∈ (−∞,∞), c2) y = −

√
3 +

√
x2 + 1, x ∈ (−∞,∞),

c3) y =

√
1−
√

10 +
√
x2 + 1, x ∈

(√
10− 2

√
10,+∞

)
.]

Varianty zadáńı
1. Úloha a): Určete oblasti, v nichž jsou splněny postačuj́ıćı podmı́nky exist. a jednozn.

maximálńıho řešeńı dané Cauchyovy úlohy.

2. V př́ıpadě lineárńı rovnice může být v úloze a): Určete interval, na němž existuje
řešeńı dané Cauchyovy úlohy.

3. Úloha b) neńı, je pouze úloha c)

Stejné zadáńı jako v př́ıkladu 1 (resp. ve variantách) pro následuj́ıćı úlohy:

2. Dána Cauchyova úloha y
′
=
y

x
, y(−1) = −3.

[Výsledky. Rovnice separovatelná i lineárńı, a) dvě oblasti, OŘ: y = C x,

C.úloha: y = 3x, x ∈ (−∞, 0) ]

3. Dána Cauchyova úloha y
′
=

3 · 3
√

(y + 2)2

x
, c) y(1) = −3.

[Výsledky. a) čtyři oblasti (”kvadranty”) s hraničńımi př́ımkami x = 0, y = −2,
b) y = −2 + (ln |x|+ C)3, c) y = −2 + (ln x− 1)3, x ∈ (0, e) !!! ]

4. Dány dvě Cauchyovy úlohy y′ + y · sinx = sinx, c1) y(0) = 1, c2) y(π/2) = 0.

[Výsledky. Rovnice separovatelná i lineárńı, a) jedna oblast G = R2,
OŘ: y = 1− C ecosx c1) y = 1, x ∈ R, c2) y = 1− ecosx, x ∈ R ]

5. Dána Cauchyova úlohy
dy

dx
= y tg x, y(0) = −1.

[Výsledky. Rovnice separovatelná i lineárńı, a) nekonečně mnoho oblast́ı,
Gk = (−π/2 + k π, π/2 + k π), k ∈ Z, interval max. řešeńı je
I = (−π/2, π/2), OŘ: y = C/ cosx, C.úloha: y = −1/ cosx, x ∈ (−π/2, π/2)]



6. Dány dvě Cauchyovy úlohy y
′
=

2xy2

4− x2
, c1) y(1) = 1/ ln 3, c2) y(−3) = 0.

[Výsledky. Separovatelné prom., a) tři oblasti s hraničńımi př́ımkami x = −2, x = 2,

b) y =
1

ln |4− x2| − C
c1) C = 0, y =

1

ln(4− x2)
, x ∈ (−

√
3,
√

3) !!!, c2) y = 0, x ∈ (−∞,−3)]

7. Dána Cauchyova úloha (s lineárńı rovnićı) y
′ − 2

x
y = x2 sinx, y(π/2) = π.

[Výsledky. v = x2, u = C − cosx, y = (C − cosx)x2, C = 4/π, x ∈ (0,∞) ]

8. Dána Cauchyova úloha y
′ − 3

2x
y =
√
x3, y(4) = −16.

[Výsledky. Lineárńı rovnice, a) jedna oblast, G = (0,∞)× (−∞,∞),

interval max. řešeńı je I = (0,∞), b) v =
√
x3, u = x+ c, y =

√
x3 (x+ c),

C. úloha: y =
√
x3 (x− 6), x ∈ (0,∞) ]

9. Dána Cauchyova úloha y
′ − y

x
=

4− 2x

x
, y(1) = 1.

[Výsledky. Lineárńı rovnice, v = x, u = C − 4

x
− 2 ln |x| , y = Cx− 4− 2x ln |x|,

CU: C = 5, y = 5x− 4− 2x lnx, x ∈ (0,+∞)

10. Dána Cauchyova úloha y
′
+
y

x
= −x y2, y(1) = 1.

[Výsledky. Bernoulliova rovnice, v = 1/x, u =
1

x+ c
, y =

1

x
· 1

x+ c
x ∈ (−∞,−C)

nebo x ∈ (−C,∞),
C. úloha: C = 0, y = 1/x2, x ∈ (0,∞) ]

11. Dána Cauchyova úloha (s Bernoulliovou rovnićı) y
′
+ y tgx =

y2

cosx
, y(0) = 1/2.

[Výsledky. v = cosx, u = − 1

x+ c
, y = − cosx

x+ c
,

CU: C = −2, y =
cosx

2− x
, x ∈ (−π/2, π/2)

12. Dána diferenciálńı rovnice y
′
+

2

x
y =

2

x
· √y.; Najděte obecné řešeńı.

[Výsledky. Bernoulliova rovnice, v =
1

x2
, u =

(
x+

c

2

)2
, y =

1

x2

(
x+

c

2

)2


