Matematika III, Dif. rovnice 1. fddu v diferencidlech, specidlné rovnice exaktni, (pracovni text, 12.1.2019)

Pifpadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrézovi (e-mail: Frantisek.Mraz@Qfs.cvut.cz )

Diferencialni rovnici 1. fadu je nékdy vhodné zapsat ve tvaru tzv. rovnice v diferencialech, tj.

M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0 (1)
kde M (x,y), N(z,y) jsou spojité funkce v oblasti G C R2.

Body z mnoziny S = {[z,y] € R*; M(z,y) =0 a N(x,y) = 0} se nazyvaji singuldrni body rovnice (1).

Na mnoziné G’ = G — S uvazujme vektorové pole 7(z,y) = (N(z,y), —M(z,y)) (2)
Nazyvame ho smérovym polem rovnice (1). Integralni kiivkou rovnice (1) pak rozumime kiivku v G’, kterd ma v kazdém
svém bodé [z, y] te¢nu se smérovym vektorem (2). Je to hladkd kiivka, kterd neprochézi zddnym singuldrnim bodem.

Véta (Existence a jednoznaénost maximalni integrélni kiivky)
Necht funkce M (z,y) a N(x,y) jsou spojité diferencovatelné v oblasti G C R2.
Pak kazdym bodem oblasti G, ktery neni singularni, prochazi pravé jedna max. integralni kiivka.

Specialni piipadem rovnice v diferencidlech je tzv. rovnice exaktni.
Rovnice (1) se nazyvé exaktni v oblasti G, jestlize levd strana této rovnice je diferencidlem néjaké funkce ®(z,y). To
predstavuje splnéni dvou podminek

1) 22 09) = M), (P2) 5 (2.) = M),

Ty lze piepsat do jedné podminky ve vektorovém tvaru: grad ® = (M, N) na oblasti G.

Rovnice (1) je tedy exaktni v oblasti G, kdyz vektorové pole ? = (M, N) je potencidlni na G.
Pro rozhodnuti, zda dand rovnice je exaktni, miuzeme tedy pouzit nédsledujici kritérium (postacujici podminku) z predmétu
Matematika II.

Véta. Jestlize M, N jsou spojité diferencovatelné funkce v jednoduse souvislé oblasti G, ve které plati rovnost funkci
oM  ON
oy  Ox

, pak je diferencidlni rovnice (1) exaktni v G.

Jakmile urc¢ime potencidl ® vektorového pole (M, N), pak rovnice D(x,y)=C,
kde C € R je libovolnd (pifpustnd) konstanta, je tzv. obecny integral dané exaktn{ rovnice (1). V implicitnim tvaru tak
poskytuje vyjadieni vsech integralnich ktivek.

Véta. Kazdd maximdaln{ integralni kiivka lezi na vrstevnici (izokfivce) ®(z,y) = C, ze které vynechdme singularni body
(pokud na vrstevnici lezi).

Postup pti feSeni exaktni rovnice (1)
1. krok. Podle postacujici podminky ovéfime, ze dand rovnice je exaktni.

2. krok. Z podminky (P1), a to integrovdnim podle z, vypocitdme ®(z,y) = [ M(z,y)dz + g(y).
Integracéni konstanta je obecné zavisld na y, proto je znacena jako funkce g(y).

3. krok. Vypoctenou funkci @ derivujeme podle y a dosadime do podminky (P2).
V takto ziskané rovnici se vyrusi vSechny ¢leny, které obsahuji x. To pfedstavuje dilezité ”kontrolni misto” vypoctu, coz je
dusledek splnéné postacujici podminky.

4. krok. V rovnici (P2) ztstavéd ¢'(y) vyjddiend pomoci zndmé funkce proménné y. Integrovanim ziskdme funkei g(y),
kterou dosadime do ®. Takto uréfme potencidl ®, pomoci néhoz zapiseme obecny integrél ®(z,y) = C.

Pozndmka. V popsaném algoritmu muzeme postupovat téz tak, ze tlohu proménnych z, y a podminek (P1) a (P2)
zaménime. Ve 2. kroku tedy z podminky (P2), a to integrovanim podle y, vypoéitdme ®(z,y) = [ N(z,y)dy + g(x), atd...

Je-li zaddna pocétecni podminka, tj. hleddme-li integraln{ kiivku , kterd prochdz{ danym bodem [zq, o], pak pro konstantu
C plati:  C = ®(xg,yo).

Ulohy

1
Déna rovnice v diferencidlnim tvaru (y - +4) dx + (x — 2y + 5)dy = 0.
x

a) Urcete jeji singuldrni body.
b) Ovéite postacujici podminky, aby dand rovnice byla exaktni.
Urcete vSechny oblasti, ve kterych jsou tyto podminky splnény.
¢) Najdéte obecny integrél dané rovnice (tj. obecné vyjadren{ integralnich kiivek v implicitnim tvaru).
d) Urcete integralnf kiivku, kterd prochézi bodem [—3, —1].



Reseni. a) Singuldrni body ziskdme fesenim soustavy dvou rovnic
1
T —2 5=0Ay— —— =
y+ Y xz+4

1
Ze 2. rovnice vyjadiime y = w a dosadime do 1. rovnice.
x

Po tpravé obdrzime kvadratickou rovnici 22 + 9z + 18 = 0. Jeji dva kofeny z; = —3, 3 = —6 vedou ke dvéma singuldrnim
bodim A = [-3, 1], B=[-6, —1/2].
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b) Pro danou rovnici je oM = M =1,
9y dy

pozor na podminku z # —4 z dané rovnice.
Dané rovnice je tedy exaktni ve dvou oblastech: G; = (—o0, —4) X (—00, ), G = (—4, 00) X (—00, ).

ON 9z —2y+5)

= 1. Rovnost tedy plati pro kazdé = € R?, ale
oz oz

¢) Postupujeme podle vyse popsanych kroku 2 az 4, tj.

) 1
z podminky (P1): — (x,y) =y — vypocitame ®(x,y), a to integrovanim podle x:
0
x x
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Nalezenou funkci ® derivujeme podle y a dosadime do podminky (P2), coz vede k rovnici

zr+¢'(y) = x — 2y + 5. Kontrolni misto je splnéno, nebot vyrazy obsahujici x se skute¢né vyrusi.
Ziskdme tak vyjadieni ¢'(y) = —2y + 5. Integrovanim obdrzime funkci g(y) = [(—2y +5) dy = —y* + 5y.

Dosadime do (2) a dostaneme hledanou funkeci ®(x,y) = xy — In |z + 4] — y* + 5y.

Obecny integrdl dané rovnice (tj. vyjddieni integrélnich kiivek v implicitnim tvaru):
ry—1In|z+4| —y?> + 5y =C.

d) Dosazanim x = —3, y = —1 uré¢ime konstantu C z rovnice: 3 —In|1| — 1 -5 = C. Je tedy C = —3. Bodem [—3, —1]
prochéazi integralni kiivka popsand implicitné rovnici
vy —In(x +4) —y? + 5y +3 =0, a to v oblasti Ga. Proto v jejim vyjadieni nemusi byt absolutni hodnota.

U'lohy k samostatnému pocitani

Pt. 3.5.1 a 3.5.2 z textu L. Herrmann: Piiklady ze zkouskovych testi. Web stranky predmétu MAT3.

2
Déna rovnice (y?) — :c> dr + (f% + In y) dy = 0. Singulérni body nehledejte. Je M = [1, 1] singuldrni bod ?
x x

2 2
Vysledky. Oblasti je 1. nebo 2. kvadrant. Obecny integral: S +y(lny —1)=C. M nenf singuldrni bod.

2 2z2

Déna rovnice z e dx + (ac2 +1) e?Y dy = 0. Rozhodnéte o singuldrnich bodech. Urcéete obecny integral. Najdéte
integralni kiivku prochézejici bodem [3, 1].

Vysledky. Rovnice nemd singuldrni body (zdiivodnéte). Jedna oblast, a to celé R2.

1 1
Obecny integral: 3 (2% 4+ 1) e* = C. Integraln{ kiivka: 3 (22 +1)e® =52

(Fesen ve cviceni.) Déna diferencidln{ rovnice 1. fadu v diferencidlech: 2 cosx cosydx+ (y—?—l — 2 sinz sin y) dy = 0.

a) Napiste postacujici podminku, aby tato rovnice byla exaktni. Ovéite, ze tato podminka je splnéna, urCete nejveéts
moznou oblast(i).

b) Vysettete, zda body [7/2,0], [r/4,0] jsou singuldrnimi body této rovnice.

¢) Najdéte obecny integrdl dané diferencidlni rovnice.

d) Najdeéte vyjadren{ integralni kiivky, kterd prochdzi bodem [7/4, 0].

m Déna diferencidlni rovnice 1. fadu v diferencidlech: z (y* +1)dx + ( dy = 0.

R y)
N

a) NapiSte postacujici podminku, aby tato rovnice byla exaktni. Ovéite, ze tato podminka je splnéna, urcete nejvétsi
moznou oblast(i). b) Dand rovnice nemd singuldrni body. Zduvodnéte !

¢) Najdéte obecny integral dané diferencidlni rovnice.

d) Najdéte vyjadieni integralni kiivky, kterd prochdzi bodem [—3, 0].

Vysledky. Jedna oblast, a to pas G = (—o0, +00) x (—1, 1) = {[z,y] € R?; y € (=1, 1)}.

22 2

Obeen integrdl: - (y” + 1) + arcsiny = C. Integrdlni kiivka: % (y2 + 1) + arcsiny = 9/2.



