
Matematika III, Dif. rovnice 1. řádu v diferenciálech, speciálně rovnice exaktńı, (pracovńı text, 12.1.2019)

Př́ıpadné náměty k tomuto textu sdělte laskavě F. Mrázovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

Diferenciálńı rovnici 1. řádu je někdy vhodné zapsat ve tvaru tzv. rovnice v diferenciálech, tj.

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (1)
kde M(x, y), N(x, y) jsou spojité funkce v oblasti G ⊂ R2.

Body z množiny S = {[x, y] ∈ R2;M(x, y) = 0 a N(x, y) = 0} se nazývaj́ı singulárńı body rovnice (1).
Na množině G′ = G− S uvažujme vektorové pole ~r(x, y) = (N(x, y), −M(x, y)) (2)

Nazýváme ho směrovým polem rovnice (1). Integrálńı křivkou rovnice (1) pak rozumı́me křivku v G′, která má v každém
svém bodě [x, y] tečnu se směrovým vektorem (2). Je to hladká křivka, která neprocháźı žádným singulárńım bodem.

Věta (Existence a jednoznačnost maximálńı integrálńı křivky)
Necht’ funkce M(x, y) a N(x, y) jsou spojitě diferencovatelné v oblasti G ⊂ R2.
Pak každým bodem oblasti G, který neńı singulárńı, procháźı právě jedna max. integrálńı křivka.

Speciálńı př́ıpadem rovnice v diferenciálech je tzv. rovnice exaktńı.
Rovnice (1) se nazývá exaktńı v oblasti G, jestliže levá strana této rovnice je diferenciálem nějaké funkce Φ(x, y). To

představuje splněńı dvou podmı́nek

(P1)
∂Φ

∂x
(x, y) = M(x, y), (P2)

∂Φ

∂y
(x, y) = N(x, y),

Ty lze přepsat do jedné podmı́nky ve vektorovém tvaru: grad Φ = (M,N) na oblasti G.

Rovnice (1) je tedy exaktńı v oblasti G, když vektorové pole
−→
f = (M,N) je potenciálńı na G.

Pro rozhodnut́ı, zda daná rovnice je exaktńı, můžeme tedy použ́ıt následuj́ıćı kritérium (postačuj́ıćı podmı́nku) z předmětu
Matematika II.

Věta. Jestliže M, N jsou spojitě diferencovatelné funkce v jednoduše souvislé oblasti G, ve které plat́ı rovnost funkćı
∂M

∂y
=
∂N

∂x
, pak je diferenciálńı rovnice (1) exaktńı v G.

Jakmile urč́ıme potenciál Φ vektorového pole (M, N), pak rovnice Φ(x, y) = C,
kde C ∈ R je libovolná (př́ıpustná) konstanta, je tzv. obecný integrál dané exaktńı rovnice (1). V implicitńım tvaru tak

poskytuje vyjádřeńı všech integrálńıch křivek.

Věta. Každá maximálńı integrálńı křivka lež́ı na vrstevnici (izokřivce) Φ(x, y) = C, ze které vynecháme singulárńı body
(pokud na vrstevnici lež́ı).

Postup při řešeńı exaktńı rovnice (1)
1. krok. Podle postačuj́ıćı podmı́nky ověř́ıme, že daná rovnice je exaktńı.

2. krok. Z podmı́nky (P1), a to integrováńım podle x, vypoč́ıtáme Φ(x, y) =
∫
M(x, y)dx+ g(y).

Integračńı konstanta je obecně závislá na y, proto je značena jako funkce g(y).

3. krok. Vypočtenou funkci Φ derivujeme podle y a dosad́ıme do podmı́nky (P2).
V takto źıskané rovnici se vyruš́ı všechny členy, které obsahuj́ı x. To představuje d̊uležité ”kontrolńı mı́sto”výpočtu, což je
d̊usledek splněné postačuj́ıćı podmı́nky.

4. krok. V rovnici (P2) z̊ustává g′(y) vyjádřená pomoćı známé funkce proměnné y. Integrováńım źıskáme funkci g(y),
kterou dosad́ıme do Φ. Takto urč́ıme potenciál Φ, pomoćı něhož zaṕı̌seme obecný integrál Φ(x, y) = C.

Poznámka. V popsaném algoritmu můžeme postupovat též tak, že úlohu proměnných x, y a podmı́nek (P1) a (P2)
zaměńıme. Ve 2. kroku tedy z podmı́nky (P2), a to integrováńım podle y, vypoč́ıtáme Φ(x, y) =

∫
N(x, y)dy + g(x), atd...

Je-li zadána počátečńı podmı́nka, tj. hledáme-li integrálńı křivku , která procháźı daným bodem [x0, y0], pak pro konstantu
C plat́ı: C = Φ(x0, y0).

Úlohy

1. Dána rovnice v diferenciálńım tvaru

(
y − 1

x+ 4

)
dx+ (x− 2y + 5) dy = 0.

a) Určete jej́ı singulárńı body.
b) Ověřte postačuj́ıćı podmı́nky, aby daná rovnice byla exaktńı.

Určete všechny oblasti, ve kterých jsou tyto podmı́nky splněny.
c) Najděte obecný integrál dané rovnice (tj. obecné vyjádřeńı integrálńıch křivek v implicitńım tvaru).
d) Určete integrálńı křivku, která procháźı bodem [−3, −1].
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Řešeńı. a) Singulárńı body źıskáme řešeńım soustavy dvou rovnic

x− 2y + 5 = 0 ∧ y − 1

x+ 4
= 0.

Ze 2. rovnice vyjádř́ıme y =
1

x+ 4
a dosad́ıme do 1. rovnice.

Po úpravě obdrž́ıme kvadratickou rovnici x2 + 9x+ 18 = 0. Jej́ı dva kořeny x1 = −3, x2 = −6 vedou ke dvěma singulárńım
bod̊um A = [−3, 1], B = [−6, −1/2].

b) Pro danou rovnici je
∂M

∂y
=
∂
(
y − 1

x+4

)
∂y

= 1,
∂N

∂x
=
∂(x− 2y + 5)

∂x
= 1. Rovnost tedy plat́ı pro každé x ∈ R2, ale

pozor na podmı́nku x 6= −4 z dané rovnice.
Daná rovnice je tedy exaktńı ve dvou oblastech: G1 = (−∞, −4)× (−∞, ∞), G2 = (−4, ∞)× (−∞, ∞).

c) Postupujeme podle výše popsaných krok̊u 2 až 4, tj.

z podmı́nky (P1):
∂Φ

∂x
(x, y) = y − 1

x+ 4
vypoč́ıtáme Φ(x, y), a to integrováńım podle x:

Φ(x, y) =

∫
M(x, y)dx =

∫ (
y − 1

x+ 4

)
dx = xy − ln |x+ 4|+ g(y). (2)

Nalezenou funkci Φ derivujeme podle y a dosad́ıme do podmı́nky (P2), což vede k rovnici
x+ g′(y) = x− 2y + 5. Kontrolńı mı́sto je splněno, nebot’ výrazy obsahuj́ıćı x se skutečně vyruš́ı.
Źıskáme tak vyjádřeńı g′(y) = −2y + 5. Integrováńım obdrž́ıme funkci g(y) =

∫
(−2y + 5) dy = −y2 + 5y.

Dosad́ıme do (2) a dostaneme hledanou funkci Φ(x, y) = xy − ln |x+ 4| − y2 + 5y.

Obecný integrál dané rovnice (tj. vyjádřeńı integrálńıch křivek v implicitńım tvaru):
xy − ln |x+ 4| − y2 + 5y = C.

d) Dosazańım x = −3, y = −1 urč́ıme konstantu C z rovnice: 3 − ln |1| − 1 − 5 = C. Je tedy C = −3. Bodem [−3, −1]
procháźı integrálńı křivka popsaná implicitně rovnićı

xy − ln(x+ 4)− y2 + 5y + 3 = 0, a to v oblasti G2. Proto v jej́ım vyjádřeńı nemuśı být absolutńı hodnota.

Úlohy k samostatnému poč́ıtáńı

2. Př. 3.5.1 a 3.5.2 z textu L. Herrmann: Př́ıklady ze zkouškových test̊u. Web stránky předmětu MAT3.

3. Dána rovnice

(
y2

x3
− x
)
dx+

(
− y

x2
+ ln y

)
dy = 0. Singulárńı body nehledejte. Je M = [1, 1] singulárńı bod ?

Výsledky. Oblast́ı je 1. nebo 2. kvadrant. Obecný integrál: −x
2

2
− y2

2x2
+ y (ln y − 1) = C. M neńı singulárńı bod.

4. Dána rovnice x e2y dx + (x2 + 1) e2y dy = 0. Rozhodněte o singulárńıch bodech. Určete obecný integrál. Najděte
integrálńı křivku procházej́ıćı bodem [3, 1].

Výsledky. Rovnice nemá singulárńı body (zd̊uvodněte). Jedna oblast, a to celé R2.

Obecný integrál:
1

2
(x2 + 1) e2y = C. Integrálńı křivka:

1

2
(x2 + 1) e2y = 5 e2.

5. (řešen ve cvičeńı.) Dána diferenciálńı rovnice 1. řádu v diferenciálech: 2 cosx cos y dx+

(
y

y + 1
− 2 sinx sin y

)
dy = 0.

a) Napǐste postačuj́ıćı podmı́nku, aby tato rovnice byla exaktńı. Ověřte, že tato podmı́nka je splněna, určete největš́ı
možnou oblast(i).

b) Vyšetřete, zda body [π/2, 0], [π/4, 0] jsou singulárńımi body této rovnice.
c) Najděte obecný integrál dané diferenciálńı rovnice.
d) Najděte vyjádřeńı integrálńı křivky, která procháźı bodem [π/4, 0].

6. Dána diferenciálńı rovnice 1. řádu v diferenciálech: x (y2 + 1) dx+

(
1√

1− y2
+ x2 y

)
dy = 0.

a) Napǐste postačuj́ıćı podmı́nku, aby tato rovnice byla exaktńı. Ověřte, že tato podmı́nka je splněna, určete největš́ı
možnou oblast(i). b) Daná rovnice nemá singulárńı body. Zd̊uvodněte !

c) Najděte obecný integrál dané diferenciálńı rovnice.
d) Najděte vyjádřeńı integrálńı křivky, která procháźı bodem [−3, 0].
Výsledky. Jedna oblast, a to pás G = (−∞,+∞)× (−1, 1) = {[x, y] ∈ R2; y ∈ (−1, 1)}.

Obecný integrál:
x2

2
(y2 + 1) + arcsin y = C. Integrálńı křivka:

x2

2
(y2 + 1) + arcsin y = 9/2.
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