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Cvičeńı z MAT 3: Rozvoj funkce do mocninné (Taylorovy) řady. Obor konvergence. (pracovńı text)

Př́ıpadné náměty k tomuto textu sdělte laskavě F. Mrázovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

A. Rozvojem funkce se rozumı́ následuj́ıćı úloha: Je dána funkce f a bod x0. Najděte mocninnou řadu se středem

x0 tak, aby f(x) =

+∞∑
k=0

ck (x− x0)k platilo na intervalu konvergence této řady, tj. pro x ∈ (x0 −R, x0 +R).

Věta (viz skriptum [1]). Každá mocninná řada s poloměrem konvergence R > 0 je Taylorovou řadou svého součtu.

I. Př́ımá metoda výpočtu hledaného rozvoje vycháźı z následuj́ıćı věty.

Věta ( Rozvoj funkce v Taylorovu řadu). Necht’ funkce f má spojité derivace libovolného řádu v intervalu
J = (x0 −R, x0 +R). Necht’ pro každé x ∈ J plat́ı lim n→+∞Rn(x) = 0.

Pak plat́ı: f(x) =

+∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k pro každé x ∈ J .

Poznámka. Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1, kde bod ξ lež́ı mezi x0 a x, je tzv. Lagrange̊uv tvar zbytku.

Postup při použit́ı př́ımé metody:

1. Vypočteme obecnou, tj. n-tou derivaci dané funkce.

2. Sestav́ıme Taylorovu řadu a urč́ıme interval konvergence.

3. Ověř́ıme splněńı postačuj́ıćı podmı́nky lim n→+∞Rn(x) = 0.

Takto lze źıskat např. rozvoje funkćı ex, sinx, cosx, ln(1+x), (1+x)r. Jsou to rozvoje se středem x0 = 0, takovým
se ř́ıká Mac Laurinovy. Rozvoje jsou uvedeny v textech [1], [2] a [3] doporučené literatury.

II. Nepř́ımé metody

II.1. Použit́ı vzorce pro součet geometrické řady

a

1− q
=

+∞∑
k=0

a · qk, kde |q| < 1 (1)

Postup spoč́ıvá v úpravě dané funkce na tvar
a

1− q
, v němž q bude obsahovat výraz (x− x0).

Použit́ı má zpravidla pro některé racionálńı lomené funkce, tj. tvaru f(x) =
P (x)

Q(x)
, kde P, Q jsou polynomy.

Př́ıklad 1. Určete rozvoj funkce f(x) =
x2

1 + x
do mocninné řady se středem x0 = 0.

Řešeńı. Danou funkci uprav́ıme na požadovaný tvar: f(x) =
x2

1 + x
=

x2

1− (−x)
.

Porovnáńım s výrazem
a

1− q
vid́ıme, že a = x2, q = −x. Podle vzorce (1) tak źıskáme rozvoj

f(x) =
x2

1 + x
=

+∞∑
k=0

x2 · (−x)k =

+∞∑
k=0

(−1)k · xk+2.

Z podmı́nky |q| < 1 źıskáme interval konvergence: |q| = | − x| = |x| < 1.
Vypočtený rozvoj tedy plat́ı pro x ∈ (−1, 1).

Poznámka. Obor konvergence je jen malá část definičńıho oboru, nebot’ ten je
D(f) = (−∞, −1) ∪ (−1, +∞). Podobná situace nastává velmi často.

Př́ıklad 2. Rozviňte funkci f(x) =
x

3− x2
do mocninné řady se středem x0 = 0.

Řešeńı. Danou funkci uprav́ıme na požadovaný tvar: f(x) =
x

3− x2
=

x

3(1− x2

3 )
.

Porovnáńım s výrazem
a

1− q
vid́ıme, že a =

x

3
, q =

x2

3
. Podle vzorce (1) tak źıskáme rozvoj

f(x) =
x

3− x2
=

+∞∑
k=0

x

3
·
(
x2

3

)k

=

+∞∑
k=0

x2k+1

3k+1
.
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Zaṕı̌seme podmı́nku pro interval konvergence: |q| =
∣∣∣∣x23

∣∣∣∣ < 1, tj. |x| <
√

3.

Nalezený rozvoj tedy plat́ı pro x ∈ (−
√

3,
√

3).
Je to však opět jen malá část definičńıho oboru, nebot’ ten je D(f) = (−∞, −

√
3) ∪ (−

√
3,
√

3) ∪ (
√

3, +∞)

Př́ıklad 3. Určete rozvoj funkce f(x) =
1

x
do mocninné řady se středem x0 = 1.

Řešeńı. Danou funkci uprav́ıme na požadovaný tvar tak, aby se v něm ve jmenovateli vyskytoval výraz (x − 1):

f(x) =
1

x
=

1

(x− 1) + 1
=

1

1− (1− x)
.

Porovnáńım s výrazem
a

1− q
vid́ıme, že a = 1, q = 1− x. Podle vzorce (1) tak źıskáme rozvoj

f(x) =
1

x
=

+∞∑
k=0

(1− x)k =

+∞∑
k=0

(−1)k · (x− 1)k.

Zaṕı̌seme podmı́nku pro interval konvergence: |q| = |1− x| < 1. Řešeńım je interval I = (0, 2)
Vypočtený rozvoj tedy plat́ı pro x ∈ (0, 2). Je to však jen malá část definičńıho oboru, nebot’ ten je D(f) = R−{0}.

II.2. Použit́ı známých rozvoj̊u fukćı a algebraických operaćı (součet, součin), př́ıpadně dosazeńı.

Př́ıklad 4. Určete Taylor̊uv rozvoj funkce f(x) = sin 2x se středem x0 = 0.

Řešeńı. Definičńı obor je D(f) = R. Použijeme Taylor̊uv rozvoj funkce sinus, obsahuje pouze liché mocniny, tj. x2k+1

sinx =

+∞∑
k=0

(−1)k · x2k+1

(2k + 1)!
, plat́ı pro každé x ∈ R.

Dosad́ıme-li x := 2x do tohoto rozvoje, źıskáme rozvoj funkce f(x) = sin 2x.

sin 2x =
+∞∑
k=0

(−1)k · (2x)2k+1

(2k + 1)!
, plat́ı též pro každé x ∈ R.

Př́ıklad 5. Rozviňte funkci f(x) = x · cosx+ sin 2x do mocninné řady se středem x0 = 0.

Řešeńı. Definičńı obor je D(f) = R. Použijeme vlastnosti mocninných řad. Na oboru konvergence lze mocninné řady
sč́ıtat člen po členu, totéž plat́ı pro násobeńı č́ıslem. Taylor̊uv rozvoj funkce kosinus obsahuje právě všechny sudé
mocniny, tj. x2k a má tvar

cosx =

+∞∑
k=0

(−1)k · x
2k

(2k)!
, plat́ı pro každé x ∈ R.

Danou funkci pak lze rozvinout do řady takto:

f(x) = x · cosx+ sin 2x = x ·
+∞∑
k=0

(−1)k · x
2k

(2k)!
+

+∞∑
k=0

(−1)k · (2x)2k+1

(2k + 1)!
.

Podle zmı́něné vlastnosti součtu a násobku tak źıskáme rozvoj

f(x) = x · cosx+ sin 2x =

+∞∑
k=0

(
(−1)k · x

2k+1

(2k)!
+ (−1)k · (2x)2k+1

(2k + 1)!

)
, který plat́ı pro každé x ∈ R.

Výsledek je možno upravit, např. takto:

f(x) = x · cosx+ sin 2x =

+∞∑
k=0

(−1)k · 2k + 1 + 22k+1

(2k + 1)!
· x2k+1

s oborem konvergence R.

Př́ıklad 6. Určete začátek do mocniny x3 z rozvoje funkce f(x) =
ex

1 + x2
do mocninné řady se středem x0 = 0.

Řešeńı. Definičńı obor je D(f) = R. Danou funkci přeṕı̌seme do tvaru součinu dvou funkćı: f(x) = ex · 1

1 + x2
.

Hledaný rozvoj pak źıskáme součinem dvou mocninných řad. Pro prvńı z nich použijeme známý vztah

ex =

+∞∑
k=0

xk

k!
, který plat́ı pro každé x ∈ R. Rozvoj druhé funkce urč́ıme pomoćı geometrické řady (ověřte si):

1

1 + x2
=

+∞∑
k=0

(−1)k · x2k, x ∈ (−1, 1).

Obě řady konverguj́ı absolutně na intervalu (−1, 1). Výpočtem jejich součinu źıskáme řadu, která na tomto intervalu
konverguje a jej́ı součet je roven zadané funkci f(x).
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Pro stanoveńı začátku rozvoje do mocniny x3 stač́ı násobit několik počátečńıch člen̊u z obou rozvoj̊u součinu.
Poč́ıtáme tedy jako při násobeńı dvou polynomů, přičemž členy s exponentem vyšš́ım než tři neuvažujeme:

f(x) = ex · 1

1 + x2
= (1 + x+

x2

2
+
x3

6
+ ...)(1− x2 + ...) = 1 + x+

x2

2
+
x3

6
− x2 − x3 + ...

Závěr (po úpravě):
ex

1 + x2
= 1 + x− x2

2
− 5x3

6
+ ..., x ∈ (−1, 1).

II.3. Použit́ı známých rozvoj̊u fukćı a operaćı derivováńı a integrováńı mocninné řady člen po členu.

Př́ıklad 7. f(x) = arctg x, x0 = 0. Vyřešen v Př. 5.18, skriptum [2], S. Čipera, řešen též v textu [4].

[Výsl. ·
∑

(−1)k
x2k+1

2k + 1
, x ∈ (−1, 1), nav́ıc: konvergence relativńı v krajńıch bodech]

Př́ıklad 8. f(x) = ln (1 + x2), x0 = 0, (řešen ve cvičeńı).

Př́ıklad 9. f(x) = ln (1 + x), x0 = 0. Postup analogický jako v př́ıkladu 7, částečně vyřešen v [4].

[Výsl. ·
∑

(−1)k
xk

k
, x ∈ (−1, 1), nav́ıc: konvergence relativńı v bodě x = 1]

B. Uved’me jeden př́ıklad úlohy ”obrácené”. Jedná se o vyšetřeńı konvergence zadané mocninné řady.

Př́ıklad. 10. Je dána řada (př́ıklad zadaný ve cvičeńı)

∞∑
k=0

(−1)k
(x− 4)k

3k ·
√

2k + 1

a) Určete interval konvergence I a poloměr konvergence R. b) Vyšetřete konvergenci v krajńıch bodech intervalu I.
c) Napǐste interval absolutńı konvergence a intervaly divergence dané řady. Zakreslete na č́ıselné ose.

Řešeńı. a) Pro výpočet intervalu konvergence použijeme d’Alembertovo kritérium.

lim k→+∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ = lim k→+∞

∣∣∣∣ (−1)k+1(x− 4)k+1

3k+1 ·
√

2k + 3
· 3k ·

√
2k + 1

(−1)k(x− 4)k

∣∣∣∣ = lim k→+∞
|x− 4|

√
2k + 1

3 ·
√

2k + 3
=

=
|x− 4|

3
·lim k→+∞

√
2k + 1

2k + 3
=
|x− 4|

3
·1. Z podmı́nky pro absolutńı konvergenci, tj.

|x− 4|
3

< 1 źıskáme |x−4| < 3.

Interval konvergence je I = (1, 7), poloměr konvergence je R = 3.

b1) Do zadané řady dosad́ıme x = 1. Źıskáme tak č́ıselnou řadu, jej́ıž k-tý člen je

ak =
(−1)k · (−3)k

3k ·
√

2k + 1
=

3k

3k ·
√

2k + 1
=

1√
2k + 1

. Č́ıselná řada

+∞∑
k=0

1√
2k + 1

je divergentńı, nebot’ je srovnatelná

s divergentńı Dirichletovou řadou

+∞∑
k=1

1√
k

=

+∞∑
k=1

1

k
1
2

. Ověřte si pomoćı limitńıho srovnávaćıho kritéria.

b2) Do zadané řady dosad́ıme x = 7. Źıskáme tak č́ıselnou řadu, jej́ıž k-tý člen je

bk =
(−1)k · 3k

3k ·
√

2k + 1
=

(−1)k√
2k + 1

. Č́ıselná řada

+∞∑
k=0

(−1)k√
2k + 1

je alternuj́ıćı řadou. Nekonverguje absolutně, nebot’

řada absolutńıch hodnot jej́ıch člen̊u, tj.
+∞∑
k=0

|bk| =
+∞∑
k=0

1√
2k + 1

diverguje - viz řada v b1).

Př́ıpadnou relativńı konvergenci potvrd́ıme, jsou-li splněny předpoklady Leibnizova kritéria pro alternuj́ıćı řadu.

Označ́ıme-li ak =
1√

2k + 1
, pak plat́ı

1. lim k→+∞
1√

2k + 1
=

1

+∞
= 0, 2. Pro každé k ∈ N je

1√
2(k + 1) + 1

<
1√

2k + 1
, tedy ak+1 < ak. Posloup-

nost {ak} je klesaj́ıćı. T́ımto jsme potvrdili, že pro x = 7 daná mocninná řada konverguje relativně.

Závěr. Interval absolutńı konvergence dané řady je (1, 7). Řada diverguje pro x ∈ (−∞, 1〉∪ (7,+∞). Pro x = 7 řada
konverguje relativně.
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Poznámka: V textech [1] a [2] lze nalézt daľśı př́ıklady k výše uvedeným úlohám.
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