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Cviceni z MAT 3: Rozvoj funkce do mocninné (Taylorovy) fady. Obor konvergence. (pracovni text)

Piipadné ndméty k tomuto textu sdélte laskave F. Mrazovi (e-mail: Frantisek.Mraz@Qfs.cvut.cz )

A. Rozvojem funkce se rozumi nasledujici iloha: Je dana funkce f a bod xy. Najdéte mocninnou fadu se sttedem
+o0o

xo tak, aby f(z) = Z cx (x — x0)¥ platilo na intervalu konvergence této fady, tj. pro x € (zo — R, zo + R).
k=0

Véta (viz skriptum [1]). Kazd4 mocninng fada s polomérem konvergence R > 0 je Taylorovou fadou svého souctu.

I. Pfima metoda vypoctu hledaného rozvoje vychazi z néasledujici véty.

Véta ( Rozvoj funkce v Taylorovu fadu). Necht funkce f mé spojité derivace libovolného fédu v intervalu
J = (zo — R,z0 + R). Necht pro kazdé x € J plati lim ,,_, 1o Ry(z) = 0.

f(k) ZCo A
Pak plati: f Z — 29)" pro kazdé x € J.

Fr©)
(n+1)!

Postup pii pouziti pfimé metody:

Poznamka. R, (z) = (x — x0)" ™, kde bod ¢ lezf mezi x¢ a x, je tzv. Lagrangetv tvar zbytku.

1. Vypocteme obecnou, tj. n-tou derivaci dané funkce.
2. Sestavime Taylorovu fadu a ur¢ime interval konvergence.
3. Ovéifme splnéni postacujici podminky lim 4o Rp(z) = 0.

Takto lze ziskat napf. rozvoje funkef e, sinx, cosz, In(1+z), (14+2)". Jsou to rozvoje se stfedem xy = 0, takovym
se k4 Mac Laurinovy. Rozvoje jsou uvedeny v textech [1], [2] a [3] doporucené literatury.

II. Nepirimé metody
I1.1. Pouziti vzorce pro soucet geometrické rady

“+o0
:Za-qk, kde |q| < 1 (1)

k=0

a
1—¢q

a 7
Postup spociva v upravé dané funkce na tvar 1o v némz ¢q bude obsahovat vyraz (z — xo).

P(x
Pouziti m4 zpravidla pro nékteré raciondlni lomené funkce, tj. tvaru f(x) = QE%, kde P, @ jsou polynomy.
x
2
Priklad 1. Urcete rozvoj funkce f(z) = lgj_ do mocninné fady se stfedem xg = 0.
. v 22 22
Reseni. Danou funkci upravime na pozadovany tvar: f(z) = = .
142 1—(-x)
Porovnanim s vyrazem vidime, 7e a = 22, ¢ = —x. Podle vzorce (1) tak ziskdme rozvoj
—q
1'2 —+o0 +oo
fla)= 2o = () = Y (1) ek
+x
k=0 k=0
Z podminky |g| < 1 ziskdme interval konvergence: |¢| = | — z| = |z| < 1.

Vypotteny rozvoj tedy plati pro x € (—1, 1).

Pozndmka. Obor konvergence je jen mald é4st definiénfho oboru, nebot ten je
D(f) = (=00, —1) U (=1, +00). Podobn4 situace nastévé velmi casto.

Piiklad 2. Rozvinite funkci f(z) = % do mocninné fady se stfedem xg = 0.
. x x
Reseni. Danou funkci upravime na pozadovany tvar: f(z) = = —.
34t 30-%)

2

1 a vidime, ze a = %, q= % Podle vzorce (1) tak ziskdme rozvoj
—q

+o00o 2 k +o00o 2k+1
xr X X X
I =5 =2 5 (5) =2

Porovnanim s vyrazem



2

x
Zapiseme podminku pro interval konvergence: |q| = )3 <1, tj. |z| <V3.

Nalezeny rozvoj tedy plati pro x € (—v/3, v/3).
Je to viak opét jen mald ¢ast definiéniho oboru, nebot ten je D(f) = (—oo, —v/3) U (—v/3, v/3) U (V/3, +0)

1
Piiklad 3. Urcete rozvoj funkce f(x) = — do mocninné fady se stfedem xy = 1.
x

Reseni. Danou funkei upravime na pozadovany tvar tak, aby se v ném ve jmenovateli vyskytoval vyraz (x —1):
1 1
1@ = =G ns1 (-

vidime, ze a = 1, ¢ = 1 — z. Podle vzorce (1) tak ziskdme rozvoj

Porovnanim s vyrazem

—q
—+oo
:,_Z L—a)F=> " (-1F - (z - D
k=0
Zapiseme podmlnku pro interval konvergence: |¢| = |1 — | < 1. Resenim je interval I = (0, 2)

Vypoéteny rozvoj tedy plati pro z € (0, 2). Je to vSak jen mala ¢dst definiénfho oboru, nebot ten je D(f) = R—{0}.

I1.2. Pouziti zndmych rozvoja fukci a algebraickych operaci (soucet, soucin), piipadné dosazeni.

Priklad 4. Urcete Tayloruv rozvoj funkce f(z) = sin2x se stfedem o = 0.

Reseni. Definiéni obor je D(f) = R. Pouzijeme Tayloriiv rozvoj funkce sinus, obsahuje pouze liché mocniny, tj. z2#+!
+oo 2k+1
sinx = I;J (—1)k- h, plati pro kazdé = € R.
Dosadime-li z := 2z do tohoto rozvoje, ziskdme rozvoj funkce f(z) = sin 2.
+oo (Qx)2k+1
sin 2z = Z (—1)*- LT plat{ téz pro kazdé = € R.
k=0

Priklad 5. Rozvinte funkci f(z) = x - cosx + sin 2z do mocninné fady se stfedem x = 0.

Reseni. Definiéni obor je D(f) = R. Pouzijeme vlastnosti mocninnych fad. Na oboru konvergence lze mocninné fady
s¢itat Clen po Clenu, totéz plati pro ndsobeni Cislem. Tayloruv rozvoj funkce kosinus obsahuje pravé vSechny sudé

mocniny, tj. z2* a m4 tvar
too 22k
cosx = —1)k , plati pro kazdé = € R.
> (=1F- Ry Phtip

k=0
Danou funkci pak 1ze rozvinout do rady takto:

= 2.%‘ 2k+1

Podle zminéné vlastnosti souc¢tu a nasobku tak lekame TOZVOj

' +o0 . p2k+1 . (2z)2k+1
f(z) =2 cosz +sin2z = kZ:O <(—1) e Y @

), ktery plati pro kazdé x € R.

Vysledek je mozno upravit, napi. takto:

too 2k+1
2k+1+2
f(z) =z -cosxz +sin2x = kE:O (—1)*- 4?_2]{ j; o 2k+1

s oborem konvergence R.

x
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Piiklad 6. Urcete zacatek do mocniny 2 z rozvoje funkce f(x) = T3 22 do mocninné fady se stifedem xg = 0.
x
. 1
Reseni. Definiéni obor je D(f) = R. Danou funkci pfepiseme do tvaru souinu dvou funkef: f(x) = * - 522
T
Hledany rozvoj pak ziskdme souc¢inem dvou mocninnych fad. Pro prvni z nich pouzijeme zndmy vztah
+00 l‘k
= Z E ktery plati pro kazdé = € R. Rozvoj druhé funkce uréime pomoci geometrické fady (ovéite si):
k=0 "
1 =
—— =N (=1)F 2%z e (-1, 1).
Er RN (-1,1)

Obeé fady konverguji absolutné na intervalu (—1, 1). Vypoc¢tem jejich soucinu ziskdme radu, kterd na tomto intervalu
konverguje a jeji soucet je roven zadané funkci f(x).



Pro stanoveni za¢atku rozvoje do mocniny z3 staéi ndsobit nékolik poc¢ateénich élentt z obou rozvoji souéinu.
Pocitame tedy jako pii nasobeni dvou polynomu, pficemz Cleny s exponentem vySSim nez t¥i neuvazujeme:

1 x? s x? a2l
sy — Ll -2+ .)=1 T oo
fla)y=e" s =0+t o+t )A-a"+ . )=ldtot o4 -2 -2+
ot 332 5333
Zaver (po tiprave): —— =142 — % 9 e (1. 1)
AVOr (po uprave) 1122 +x B 6 + ,xE( s )

I1.3. Pouziti znamych rozvoju fukci a operaci derivovani a integrovani mocninné fady ¢len po ¢lenu.
P#iklad 7. f(x) = arctgz, 29 = 0. VyfeSen v P¥. 5.18, skriptum [2], S. Cipera, feden téz v textu [4].

2k+1
[Vysl. Z (—1)* 2Ik: ek € (—1,1), navic: konvergence relativni v krajnich bodech]

Piiklad 8. f(x) = In (1 + 2?), o =0, (Fesen ve cviceni).

Piiklad 9. f(z) =In(1+z), 2o = 0. Postup analogicky jako v piikladu 7, ¢dstecné vyfesen v [4].

k
[Vysl. Z (—1)k %, x € (—1,1), navic: konvergence relativni v bodé z = 1]

B. Uvedme jeden piiklad tlohy ”obricené”. Jedn4 se o vySetieni konvergence zadané mocninné iady.

o)
o - . ) . - (@-4*
Piiklad. 10. Je déna fada (piiklad zadany ve cviceni) g (—1)F =
Pt 3k V2k +1

a) Urcete interval konvergence I a polomér konvergence R. b) Vysetfete konvergenci v krajnich bodech intervalu I.
¢) Napiste interval absolutni konvergence a intervaly divergence dané fady. Zakreslete na ¢iselné ose.

Reseni. a) Pro vypocet intervalu konvergence pouzijeme d’Alembertovo kritérium.

(—D)kF(x — )kt 3k 2k +1 lv —4[V2k+1
312k +3  (—1)F(z —4)F T3 Vak 13

—4 2k +1 —4 —4
= |2 3 |olim s +o0/ ok I 3= |2 3 | 1. Z podminky pro absolutni konvergenci, tj. % < 1 ziskdme |z—4| < 3.

Interval konvergence je I = (1, 7), polomér konvergence je R = 3.

Ak+1

lim %400 =lim g 5400 = lim

bl) Do zadané fady dosadime z = 1. Ziskdme tak ¢iselnou fadu, jejiz k-ty ¢len je

(D" (-3 3" ! C’l"dio L e tn, nebof j teln

ap = = = . iselna tada ———— je divergentni, nebot je srovnatelna
T V2k+1 3 v2k+l VR 41 2 k1] & !
: B P P
s divergentni Dirichletovou fadou Z — = Z —. Ovéite si pomoci limitniho srovnavaciho kritéria.
k=1 vk =1 k2
b2) Do zadané fady dosadime z = 7. Ziskdme tak ¢iselnou fadu, jejiz k-ty ¢len je
+oo k

(—1)F -3 (—1)* S (=" . o : ) ;
b, = = . Ciselna rada ———— je alternujici fadou. Nekonverguje absolutné, nebot
TS k1 V2k 1 ;O\/z 1’ ) st

+oo
fada absolutnich hodnot jejich ¢lenu, tj. Z |bi| =

+o0 1
2, =2 T
Piipadnou relativni konvergenci potvrdime, jsou-li splnény predpoklady Leibnizova kritéria pro alternujici fadu.
1
———, pak plati
N
1 1

1
1. lim ———— = —— < ,
ot Bk + 1 oo V2t +1  V2k+1
nost {ay} je klesajici. Timto jsme potvrdili, ze pro z = 7 dand mocninné fada konverguje relativné.

diverguje - viz fada v bl).

Oznacime-li ap, =

=0, 2. Prokazdé ke N je tedy apy1 < ag. Posloup-

Zavér. Interval absolutni konvergence dané fady je (1, 7). Rada diverguje pro = € (—oo, 1) U(7,+00). Pro z = 7 fada
konverguje relativneé.
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Poznamka: V textech [1] a [2] 1ze nalézt dalsi piiklady k vyse uvedenym tlohdm.



