
19. 10. 2017

Cvičeńı z MAT 3: Č́ıselné řady. Integrálńı a Limitńı srovnávaćı kritérium. Taylor̊uv polynom
(pracovńı text)

Př́ıpadné náměty k tomuto textu sdělte laskavě F. Mrázovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

Při vyšetřováńı konvergence č́ıselné řady

+∞∑
k=1

ak přicháźı v úvahu Integrálńı nebo Limitńı srovnávaćı kritérium

zpravidla tehdy, když ak, tj. k-tý člen dané řady neobsahuje výrazy s faktoriálem a neobsahuje ani k v exponentu.

Limitńı srovnávaćı kritérium je vhodné v př́ıpadě, že k-tý člen ak dané řady obsahuje pod́ıl polynomů nebo pod́ıl

odmocnin z polynomů. Danou řadu pak srovnáme s Dirichletovou řadou

+∞∑
k=1

bk, kde bk =
1

kα
. Parametr α urč́ıme tak,

aby v pod́ılu
ak
bk

(po úpravě na jednoduchý zlomek) byly v čitateli i jmenovateli polynomy stejného stupně. Potom

bude lim k→+∞
ak
bk
∈ (0,∞). Podle Limitńıho srovnávaćıho kritéria pak bud’ obě uvažované řady konverguj́ı, nebo obě

diverguj́ı.

Použit́ı integrálńıho kritéria vyžaduje výpočet nevlastńıho integrálu
´ +∞
1

f(x) dx, kde f(k) = ak, proto si ho

připomeňme. Definice Riemannova integrálu
´ b
a
f(x) dx předpokládá, že interval 〈a, b〉 je omezený a funkce f je v něm

omezená. Pokud tento předpoklad neńı splněn, pak Riemann̊uv integrál neexistuje. Přesto mohou nastat situace, ve
kterých je vhodné se takovým integrálem zabývat. Pro integrálńı kritérium se jedná o situaci intervalu 〈a,+∞). Při
výpočtu nevlastńıho integrálu pak můžeme postupovat podle Věty z odstavce V.6.6. ze skripta Matematika I od J.
Neustupy. Uvedená věta má pro tento př́ıpad následuj́ıćı tvar:

Věta IV.6.6. Necht’ funkce f je spojitá v intervalu 〈a,+∞). Potom existuje (nevlastńı) integrál
´ +∞
a

f(x) dx a plat́ı
´ +∞
a

f(x) dx = lim x→+∞ F (x)− F (a), kde F je primitivńı funkce k funkci f v intervalu 〈a,+∞).

Př́ıklad. Rozhodněte o konvergenci řady

+∞∑
k=1

k

k4 + 1

Řešeńı. 1. možnost - integrálńı kritérium. Pro jeho použit́ı uvažujme funkci f : f(x) =
x

x4 + 1
. Tedy takovou,

že k -tý člen řady, tj. ak =
k

k4 + 1
je roven f(k). Tato funkce f je spojitá, nezáporná a klesaj́ıćı na intervalu 〈1,+∞),

splňuje tedy předpoklady integrálńıho kritéria.
Primitivńı funkci vypočteme pomoćı substituce: x2 = t, 2xdx = dt.

ˆ
x

x4 + 1
dx =

1

2
·
ˆ

1

t2 + 1
dt =

1

2
· arctg t =

1

2
· arctg (x2) + C.

Existuje tedy nevlastńı integrál

ˆ +∞

1

x

x4 + 1
dx = lim x→+∞

(
1

2
· arctg (x2)

)
− 1

2
· arctg 1 =

1

2
· π

2
− 1

2
· π

4
=
π

8
.

Závěr. Daná č́ıselná řada konverguje, protože odpov́ıdaj́ıćı nevlastńı integrál konverguje (má konečnou hodnotu).

2. možnost - limitńı srovnávaćı kritérium.

Označme ak =
k

k4 + 1
, bk =

1

kα
. Potom

ak
bk

=
k

k4 + 1
· k

α

1
=

kα+1

k4 + 1
.

Porovnáńım stupň̊u polynomů v čitateli a ve jmenovateli źıskáme rovnici α+ 1 = 4 a tedy hledaná hodnota α = 3.

Daná řada

+∞∑
k=1

k

k4 + 1
proto konverguje, nebot’ je srovnatelná s konvergentńı Dirichletovou řadou

+∞∑
k=1

1

k3
.

Úloha. Rozhodněte o konvergenci dané řady. Nápověda: Použijte integrálńı nebo limitńı srovnávaćı kritérium.

Př. 1:

+∞∑
k=1

1√
k3

Př. 2:

+∞∑
k=1

3

k2 + 4
Př. 3:

+∞∑
k=1

k

k2 + 4

Př. 4:

+∞∑
k=2

ln k

k
Př. 5:

+∞∑
k=2

1

k · ln k
Př. 6:

+∞∑
k=2

1

k · ln2 k



Výsledky:

Př. 1. Řada konverguje, je to Dirichletova řada, v ńıž α = 3/2. Nebo integrálńı kritérium,

v němž

ˆ
1√
x3

dx = − 2√
x

+ C.

Existuje nevlastńı integrál

ˆ +∞

1

1√
x3

dx =
2√
1
− lim x→+∞

2√
x

= 2.

Př. 2. Řada konverguje. Srovnáńı s Dirichletovou řadou, v ńıž α = 2. Nebo integrálńı kritérium,

v němž

ˆ
3

x2 + 4
dx =

3

2
arctg x+ C.

Existuje nevlastńı integrál

ˆ +∞

1

3

x2 + 4
dx = lim x→+∞

3

2
arctg x− 3

2
arctg 1 =

3

2
· π

2
− 3

2
· π

4
= 3π/8.

Př. 3. Řada diverguje. Srovnáńı s Dirichletovou řadou, v ńıž α = 1. Nebo integrálńı kritérium,

v němž

ˆ
x

x2 + 4
dx =

1

2
ln(x2 + 4) + C.

Existuje nevlastńı integrál

ˆ +∞

1

x

x2 + 4
dx = lim x→+∞

1

2
ln(x2 + 4)− 1

2
ln 5 = +∞.

Př. 4. Řada diverguje. Integrálńı kritérium, v němž

ˆ
lnx

x
dx =

1

2
ln2 x+ C.

Existuje nevlastńı integrál

ˆ +∞

2

lnx

x
dx = lim x→+∞

1

2
ln2 x− 1

2
(ln 2)2 = +∞.

Př. 5. Řada diverguje. Integrálńı kritérium, v němž

ˆ
1

x lnx
dx = ln(lnx) + C.

Existuje nevlastńı integrál

ˆ +∞

2

1

x lnx
dx = lim x→+∞ ln(lnx)− ln(ln 2) = +∞.

Př. 6. Řada konverguje. Integrálńı kritérium, v němž

ˆ
1

x ln2 x
dx = − 1

lnx
+ C.

Existuje nevlastńı integrál

ˆ +∞

2

1

x ln2 x
dx =

1

ln 2
− lim x→+∞

1

lnx
=

1

ln 2
.
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Poznámka: V těchto textech lze nalézt varianty k výše uvedeným úlohám.

Připomenut́ı základńıch znalost́ı z MAT I o Taylorově polynomu pro řešeńı úlohy: napǐste rozvoje dané
funkce do mocninné řady (3. cvičeńı).

Předpoklad: Funkce f má derivace až do řádu n v bodě x0.
Pak Taylor̊uv polynom n-tého stupně dané funkce f (se středem) v bodě x0:

Tn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + ...+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Lagrange̊uv tvar zbytku Rn(x) vyjadřuje chybu (nepřesnost), které se dopust́ıme při nahrazeńı funkčńı hodnoty f(x)
hodnotou Tn(x), tj. Rn(x) = f(x)− Tn(x).

Věta ( Taylorova). Necht’ funkce f má spojité derivace až do řádu n+ 1 v okoĺı U(x0) bodu x0.

Pak pro každé x ∈ U(x0) existuje mezi body x0 a x bod ξ tak, že Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.

Protože přesnou polohu bodu ξ zpravidla neznáme, můžeme zmı́něnou nepřesnost pomoćı tvaru zbytku pouze

odhadnout shora. Lze použ́ıt odhad |Rn(x)| ≤ Mn+1

(n+ 1)!
(x−x0)n+1, kde Mn+1 je maximum funkce |f (n+1)| na intervalu

〈x0, x〉, resp. 〈x, x0〉.

Věta ( Rozvoj funkce v Taylorovu řadu). Necht’ funkce f má spojité derivace libovolného řádu v intervalu
J = (x0 −R, x0 +R). Necht’ lim n→+∞Rn(x) = 0 pro každé x ∈ J .

Pak plat́ı: f(x) =

+∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k pro každé x ∈ J .


