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Cviceni z MAT 3: Ciselné fady. Integralni a Limitni srovngvaci kritérium. Tayloruv polynom
(pracovni text)

Pifpadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrdzovi (e-mail: Frantisek.Mraz@Qfs.cvut.cz )

+oo
Pii vysetfovani konvergence Ciselné fady Z ar prichdzi v uvahu Integralni nebo Limitni srovnavaci kritérium
k=1
zpravidla tehdy, kdyz ax, tj. k-ty ¢len dané fady neobsahuje vyrazy s faktoridlem a neobsahuje ani k v exponentu.

Limitni srovnavaci kritérium je vhodné v piipadé, Ze k-ty ¢len ap dané fady obsahuje podil polynomu nebo podil
+oo
1
odmocnin z polynomu. Danou fadu pak srovname s Dirichletovou fadou Z b, kde by, = T Parametr o uréime tak,
k=1
a
aby v podilu b—k (po tpravé na jednoduchy zlomek) byly v ¢itateli i jmenovateli polynomy stejného stupné. Potom

a v s . . .y o
bude lim g 400 b—k € (0, 00). Podle Limitniho srovngvaciho kritéria pak bud obé uvazované fady konverguji, nebo obé
k

diverguji.

Pouziti integralniho kritéria vyzaduje vypocet nevlastniho integrdlu f1+°° f(z)dx, kde f(k) = ak, proto si ho
pfipomenme. Definice Riemannova integralu f; f(z) dx predpokladd, ze interval (a, b) je omezeny a funkce f je v ném
omezend. Pokud tento predpoklad neni splnén, pak Riemanntv integral neexistuje. Pfesto mohou nastat situace, ve
kterych je vhodné se takovym integrdlem zabyvat. Pro integrdlni kritérium se jednd o situaci intervalu (a, +00). Pfi
vypoctu nevlastniho integrdlu pak muzeme postupovat podle Véty z odstavce V.6.6. ze skripta Matematika I od J.
Neustupy. Uvedena véta ma pro tento piipad néasledujici tvar:

Véta IV.6.6. Nechf funkce f je spojitd v intervalu (a, +00). Potom existuje (nevlastni) integral f;roo f(z)dx a plati

f:oo f(z)de =1lim 4,4 F(z) — F(a), kde F je primitivni funkce k funkci f v intervalu (a, +00).
+oo

Priklad. Rozhodnéte o konvergenci fady Z L
= k1

Reseni. 1. moznost - integralni kritérium. Pro jeho pouzit{ uvazujme funkci f : f(z) = T Tedy takovou,

x
. xt +
e je roven f(k). Tato funkce f je spojitd, nezdpornd a klesajici na intervalu (1, +o00),
splnuje tedy predpoklady integralniho kritéria.

Primitivni funkci vypoéteme pomoci substituce: 2 =t¢, 2z dx = dt.

ze k -ty ¢len tady, tj. ar =

x 1 1 1 1 ,
/7z4+1d$=5-/mdt:§~arctgt:§~arctg(ac )+ C.

Il n_

—+o0
1 1 1
Existuje tedy nevlastni integral /1 %_’_1 dr=1lim ;4o <2 -arctg (x2)> -5 arctg 1 = 3 g 317 %

Zaveér. Dand ciselnd fada konverguje, protoze odpovidajici nevlastni integral konverguje (ma koneénou hodnotu).

2. moznost - limitni srovnavaci kritérium.

1 ag ke kot
Ozna¢me ap = —/——, by = —. Potom — = — — = ———.
PR P ke by K41 1 k41
Porovnanim stupnu polynomu v &itateli a ve jmenovateli ziskdme rovnici a + 1 = 4 a tedy hledand hodnota o = 3.
+00 o
7~ . YA ’ ’ . . ~ 1
Dana rada ; e proto konverguje, nebot je srovnatelna s konvergentni Dirichletovou fadou ; e

Uloha. Rozhodnéte o konvergenci dané fady. Ndpovéda: Pouzijte integralnf nebo limitn{ srovnavaci kritérium.
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Vysledky:

Pi. 1. Rada konverguje, je to Dirichletova fada, v niz o = 3/2. Nebo integraln{ kritérium,
2

1
vnémz | —dor=——— +C.
/ Va3 vz
+oo
1 2 2
——dr=—%—-lim s 400 —= = 2.
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Pi. 2. Rada konverguje. Srovnani s Dirichletovou fadou, v niz a = 2. Nebo integraln{ kritérium,

L 3 3
VnemZ/de:§arCth+C.

Existuje nevlastni integral

3.om_ 3.7
22 2 4

\ 3

oo 3 3
Existuje nevlastni integral /1 P dr =1lim ;400 5 arctg x — 5 arctg 1 = = 37/8.

Pi. 3. Rada diverguje. Srovnani s Dirichletovou fadou, v niz o = 1. Nebo integréaln{ kritérium,

L T 1 9
VnemZ/mdx:§IH($ +4)+C

T
x? +4

+oo
1 1
Existuje nevlastni integral / dz = lim a0 5 In(z? +4) — 3 In5 = +oo.
1
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Pi. 4. Rada diverguje. Integraln{ kritérium, v némz / BTz = 3 In?z+ C.

I . o [T Inz 1., 1 9
Existuje nevlastni integral —dz = lim ar+o0 In“z — i(ln 2)* = +00.
2 :,L.
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Pi. 5. Rada diverguje. Integralni kritérium, v némz / I dz =In(lnz) + C.
zlnx

—+oo
Existuje nevlastni integral / dz =lim ;400 In(lnz) — In(In2) = +oc0.
2

rlnx
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Pf. 6. Rada konverguje. Integralni kritérium, v némz / ——dr=—— +C.
zln®x 1n:z:
1 1 . 1 1

+oo
Existuje nevlastni integral / — —lim ;400 e =
2

xln’x YT e nr In2
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Poznamka: V téchto textech lze nalézt varianty k vyse uvedenym tlohdm.

Piipomenuti zdkladnich znalosti z MAT I o Taylorové polynomu pro feSeni ulohy: napiste rozvoje dané
funkce do mocninné fady (3. cviceni).

Piedpoklad: Funkce f ma derivace az do fadu n v bodé xg.
Pak Tayloruv polynom n-tého stupné dané funkce f (se sttedem) v bodeé z:

f" (o) F (o)

2! n!

To(x) = f(20) + f'(xo) (2 — m0) + (x —20)” + ... + (x — 0)".

Lagrangeuv tvar zbytku R, (x) vyjadfuje chybu (nepfesnost), které se dopustime pii nahrazeni funkéni hodnoty f(x)
hodnotou T, (z), tj. Ry(x) = f(x) — Tn(x).

Véta ( Taylorova). Necht funkce f mé spojité derivace az do fadu n + 1 v okoli U(zg) bodu xg.

f(n+1 (g) n+1
(n+1)! '

Pak pro kazdé x € U(xo) existuje mezi body g a = bod £ tak, ze R, (z) = (x — x0)

Protoze presnou polohu bodu £ zpravidla nezndme, muZzeme zminénou nepiesnost pomoci tvaru zbytku pouze

M,
odhadnout shora. Lze pouzit odhad |R,(z)| < ( _7_4-11)' (x—x0)" ", kde M, ;1 je maximum funkce | f(**1| na intervalu
n !

(@, ), Tesp. {x,xq).

Véta ( Rozvoj funkce v Taylorovu fadu). Necht funkce f m4 spojité derivace libovolného fddu v intervalu
J = (g — R, 20 + R). Necht lim ,,_, y o Ry(x) = 0 pro kazdé x € J.

(k
Pak plati: f(x Z f (z — 0)* pro kazdé = € J.




